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بسم الله الرحمن الرحيم 


- مدخل - 


نضع بین يدي أستاذنا الكريم هذا الکتاب ونرجو أن يكون نبراسا له ومعينا في طريقة استعمال كتاب 
التلميذ ( الكتاب المدرسی) . 


لقد وزعنا الكتاب المدرسي إلى 14 فصلا حيث يشمل كل فصل : 
1 - أنشطة_: تهدف إلى التوطئة لمفاهيم باستعمال مكتسبات قبلية وتسمح للتلميذ من بناء معارفه بنفسه 
ولد تشخیص نقائصه . 
2 - الدرس : تعرض فيه المفاهيم المقررة مفصلة ومدعمة ببراهين وأمثلة . 
3 - طرائق : وهي تمارين محلولة تتماشى والدرس المقدم مدعمة بطرائق وتعاليق مناسبة وهي بمثابة تقويم 
تكويني للمتعلم من جهة واكسابه أدوات يستعملها في وضعيات مختلفة من جهة آخری . 
4 - أعمال موجهة : 
ملاحظة : لا ينبغي اعتقاد أن هذا الجزء من الفصل يقتضى تفويج القسم كما أعتيد في السابق بل يقدم مع تلاميذ 
القسم الذين يمكن تفويجهم إلى مجموعات صغيرة أثناء انجاز الحصة . 
يقترح هذا الجزء مواضيع للدراسة أثناء الحصة توظف فيها مفاهيم الدرس والطرائق المكتسبة قصد التوصل 
إلى نتائج لاستثمارها في حل مشكلات . 


على الأستاذ أن يكيف الموضوع المقترح والأسئلة المطروحة (اختصارا أو تفصيلا ) بما تقتضيه طبيعة الشعبة . 
5 — مسائل محلولة : وهي مسائل إدماجية يوظف فيها الدرس توظيفا شاملا وقد قدمت الحلول مختصرة 


وعلى الأستاذ أن يشرك التلاميذ في تفصيل الحلول وتبرير الخطوات كما يمكنه اقتراح طرق حل أخرى يراها 
مناسبة . 

6 - أعمال تطبيقية : يظهر هذا الجزء أهمية تكنولوجيات الإعلام والاتصال من خلال توظيف وتجنيد المعرفة 
المكتسبة بنجاعة وفعالية والمصادقة على النماذج المختلفة والمطابقة بين التجربة والنظرية . 

تنجز هذه الأعمال داخل القسم أو بالمخبر. نشير إلى أن موقع هذا الجزء في الفصل لا يعني أن إنجازه يتم في 
نهاية الفصل بل في المرحلة التي تقتضيها الحاجة. 

7 - تمارين : هي وسيلة للتقويم التحصيلي ء قد يكون من بينها ما لم يرد في الدرس إلا أن حلها يتم بالأدوات 
المكتسبة من خلال الفصل . 

وللتلميذ في بناء معارفه وتوظيفها وتقييم مكتسباته من جهة أخرى . 
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< تفكيك دالة باستعمال الدوال المرجعية 


8 دراسة اتجاه تغير دالة باستعمال الدوال المرجعية 
86 23 


يتم من خلال هذا الفصل تعريف دوال جديدة واستنتاج تغيراتها انطلاقا من الدوال 
المرجعية التي تمت دراستها في السنة الأولى.. 


تمكن مضامين هذا الفصل المتعلم من تنمية قدراته في المجالات التالية : 
الحساب الجبري (العمليات على الدوال) ؛ المتباينات (اتجاه تغير بعض الدوال) ؛ التمثيل 
البياني (استعمال راسمات المنحنيات) ؛ البرهان (المثال المضاد) ... استغلال اتجاه التغيرات 
لحل مشكلات . 


95 الا يتم التطرق إلى استنتاج تغيرات الدالتين , ٠‏ ر و جم تلقائیا انطلاقا من اتجاهي تغير 
الدالتین م و م إنما تعالج أمثلة مختلفة. 

# دراسة الدوال المرفقة تمكن المتعلم من التعرف على بعض المنحنيات الشهيرة مثل القطع 
المکافی والقطع الزائد مما یسهل دراسة الدوال من الدرجة الثانية والتعرف علی خواصها. 
٭ تأخذ الدوال عبارات جبرية مختلفة وعلی المتعلم اختبار العبارة المناسبة والملائمة لنوع 
ВЕ‏ 


Раде З 


f (t) =! +2500 عوضا‎ h(t) = 1+ 25007 


1( + 40,25 رلک . 
الأعمال الموجهة 


تغيير المعلم : 

الهدف Дый а:‏ لإثبات أن منحني دالة يقبل : 
- مركز تناظر - محور تناظر . 

OM = OQ +OM (1 


=Х-2 
y=f(x)=x +4x+3 * جع‎ (2 
: بعد الحساب نجد‎ ۲ —1=(X -2( +4(X —2)+3 


Y = 2‏ . ”× جر دالة زوجية . 
معادلة محور التناظر هي х=—2‏ 1 
х= Х -1‏ 


3( بعد التعويض والحساب نجد 
y=¥ +1‏ 


Жы 
Х 
. )-1:1( گج دالة فردية .|حدائيتي مرکز التناظر هي‎ 
X 
: المراحل‎ (4 
بالنسبة لمحور التناظر : - تغيير المعلم من( :0) إلى‎ 
هي ي .- كتابة معادلة(ر)‎ О р еен 
. إثبات الدالة المحصل عليها زوجية‎ - (Zij) 
بالنسبة لمركز التناظر : - تغيير المعلم من( :0:7) إلى‎ 
إثبات‎ - (Zij) )6,( كتابة معادلة‎ -. (0:7) 
. الدالة المحصل عليها فردية‎ 
x f(x+b)+k: التمثيل البیانی للدالة‎ 
الهدف : التمثيل البياني لصورة منحني دالة بواسطة انسحاب‎ 
ММ '(1;1) ومنه‎ М '(x+1;x +1). М (x; 2) (1 
ММ `(-b;k) وبالتالي‎ g(x—b)= f (x)+k ) (2 
—bi+kj بالانسحاب الذي شعاعه‎ М صورة‎ M ' 

(C ‚) (=‏ صورة (С d‏ بالانسحاب السابق 

. —bi بالانسحاب الذي شعاعه‎ (С А صورة‎ (С .) 8 

(C ,( (4‏ صورة (С e)‏ بالانسحاب الذي شعاعه і‏ . 
(С,)‏ صورة ة ) (С,‏ بالانسحاب الذي شعاعه 2 » 


أو(,0) صورة [,0) بالانسحاب الذي شعاعه 2 +- 


Kad |‏ 
النشاط 1 ۰ 
الهدف : استعمال التمثيل البياني لدالة لحل معادلاات 
ومتراجحات وتعيين قيم شهيرة . 
f )3(=0 £ f (0)=3 £ f(—)=1(1‏ . 
S, =í—;2) (2‏ ؛(1-3:1:3- S,‏ ؟(10- رگ . 


9( }1;1;2—{= ,$ با Š.‏ . 
4( |1:3[ت]3-:4-] - رک ؛ [2:3]ن[1:1-]< ,8‚ 
x 4 0 2 3 (5‏ 


х З 0‏ 
ی 127 f (x)‏ 
6 القيمة الحدية الصغري هي (1-) وذلك من أجل 4- х=‏ 
و 2 = × بینما القيمة الحدية الکبری هي 3 من أجل x=0‏ . 

النشاط 2 ۰ 
الهدف : استعمال دالة مرجعية لدراسة تغبر طول 4518 


. сово = f (х) s сова = 


7)7 


i f(x)= Jx (2 


. x € 0:1[ (3 
: 3 النشاط‎ 


الهدف : استعمال تقاطع 2 | Vu‏ 
الدرجة الثانية. | 


النشاط 4 - 
الهدف Е‏ إدراج مفھمے 
العملیات الجبرية علی 
الدوال والدوال المرجعية 
1) الرسم 
2 نقطة التقاطع هى 
)9 
3 3 
D, = 1 -)2( (3‏ 
النشاط 5 ۰ 
تصحیح : f(t)=25t‏ عوضا у= КІ + f (t) =20t‏ 
عوضا у= ML‏ . 
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+ اری ۰ 19 | +;1[= ,0 
4( صحيح (المعادلة 0 = f (x)‏ تقبل حلين في [0:4] ) @ =R‏ رم 
с иф‏ 3) صحيح . 4) EE‏ 
7 7 و 7 
1 یح لا ++;0| . 
р, EREDAR Es‏ ومنه : و ۶ . 


2( صحیح لن للدالتین Es f‏ نفس اتجاه التغير . 
3)خاطئ لان مثلا ]0;9[# и(10)‏ 
4( خاطی . 5( خاطی . 6( صحیح . 


69لدينا ]مہ +:1[ب]0:1]- D, = D,‏ ومن أجل 
کل × من f(x)= (х) єр,‏ ومنه و = Jf‏ . 


۱ 0 олш зӨ 
. ل[‎ = 8 2 
у о 7 1 00 5 O 
R تا‎ о 
. (f +в)(х)= (х) + а(х) = 2х +2х-2 (2 ‚[—1;2] 
(/.в)(х)=х* +27 -2x +2х-3 . متزايدة على ]ہ+:1-[‎ г 2 @ 
. D, =D, = مه+:1-|د |1- دہ‎ (1 29 ауе ОГ 1 23 1 
DD. (2 7 )2( -15 ؛‎ f (0) 0 0 
)7+()0(>7/)(+:)(۷ © ES 
. (f + ()(و‎ - 2) +2х+1)=2(х+1) . 10 سابقتا العدد 3 هما 0 و‎ (2 
)2 +g)(x)=(2x+1) ta (2 . 11 نقوم حل المعادلة = -() ۶ ذات الحلين 1- و‎ 
ои بقراءة بيانيا نجد 3-(1-)۶؛ 0(=1) ۶ ؛‎ )1 Ө 
يحذف من‎ ' ао kg 1( - -1 
ور و وا‎ .70( 
Eers (C) هي فواصل نقط قاطع‎ (а) سوابق العدد‎ (2 
موی ہج سرت نت 3ھ(0)(و+7) ۰ ۔(2)(+7)؛‎ 
1 ma هي فواصل نقط تقاطع‎ (х) - 3 حلول المعادلة‎ (3 
. (f +g) .5(- 2-2 ذي المعادلة 3 = ر والتي تنتمي‎ (л) مع المستقيم‎ (С, ) 
ومنه‎ . (3f )(x)=3x f O) . ]-2:2[ إلى المجال‎ 
۰ )37()2(-24 ۰ (з/)(@)=9 .D, =R 2 
(37)(45)=1545 -6 .D,= 
3 . D, =R 
-2g)(x)=-2 = ص‎ 
5-5 А е жае 0 + T: 
' (20)(2) - ۰ (-22)(1)=3 - © 
3/5 ‚р, =]-®;—2|\ә] ] 2: 2 0 + 2 
(—24)(5)= > =R 
معرفة على‎ » Трв س‎ ۰ fg الدوال‎ 2 :- © 
2 | 8 х= йыз с د‎ 9 
. مه + :0] ومنه العددین 7 > 1- لا تقبل صور‎ . D, = ومنه : |]ہ+:3إں ]3:3[ 3 مه[‎ 
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Эз ы =. 
یت‎ эш حيث‎ f < ۷ 40 
у(х) = х+1 و‎ и(х) = ух е 


и(х) = соѕх —= f = ۷‏ و 2-1 = у(х)‏ 
f =۷ 43‏ حيث u(x) = |x|‏ و 5-1 зо)‏ 
@ لدينا من أجل کل × من ۲:۲ + ×= («)(م + ) 


لیکن x,‏ و x,‏ عددان من حيث x,‏ > ,× 
إذن ”ر× > x‏ و بالتالي +X,‏ “يد > X +X‏ 
أي (f + 8)(x;)‏ < ( دارع + (f‏ 
إذن (f +g)‏ متزايدة تماما على 1. 
ليكن x,‏ و x,‏ عددان من ]0;%—] حيث x, < x,‏ 

إذن “يد < 2د و Һр‏ 

5 2 2 
و بالتالي |ر×| + ху‏ < | دإ + x‏ 
f оу‏ متناقصة تماما على [0;0ه-[ . 
46 الدالة x x‏ متزايدة تماما على [=+;0[ 


و الدالة 1_ > پر متزايدة تماما على ]+ ;0[ 
x‏ 


و بالتالي الدالة x Е‏ پر متزايدة تماما على ]٥ہ+:0].‏ 
f=uov (1 47‏ حيث من أجل کل × من [6:3-[: 
у(х) =3-х‏ و من أجل کل × من R‏ × لہ = .u(x)‏ 
2 بما أن ليس للدالتين у эн‏ نفس اتجاه التغير فان الدالة 
oy‏ بر متناقصة تماما على [6:3-[. 
و منه هي كذلك متناقصة تماما على ]6:3 | . 
f‏ و ۽ معرفتان على R‏ ب: 
f(x) = )2-2(“‏ و 1- (2- ) = g(x)‏ 
D, =R° (1‏ 
A‏ شل سن م ؛ المنحني الثاني ممثل 
للدالة f‏ ؛ يبقى المنحني الثالث ممثل للدالة h‏ . 
3( الدالتان f‏ و م لهما تفس اتجاه التغير على ]0:م-[ » 
إذن الدالة h‏ متزايدة تماما على ]0;0ه-[ . 
٭ ليس للدالتین f‏ و م تفس اتجاه التغير على [=+;0]‹ 
إذن م متناقصة تماما على ]ہ+:0[ . 
- منحني الدالة بم نظير ٢ И | (C)‏ 


بالنسبة لمحور الفواصل ۱ ٩‏ 


- منحني الدالة ] بنطبق على (C)‏ 


في ]+ :2] (0[۱:مه-[ و يكون f‏ 


نظير (C)‏ بالنسبة لمحور ‚рше!‏ 


في [0:2]. 


ө‏ - منحني الدالة k‏ هو صورة 


(57-е) 9-7 

R معرفتان على‎ gof و‎ fog الدالتان‎ 32 
(Ров) (к) = f (8 (0) = 6 
. (в °Л/)(х) = 8 (f (z)) = -6- 
R معرفتان على‎ gof و‎ fog الدالتان‎ 
(лв) (о) = ۶ (e())=3x-1 
(8°) (х) = ۵) (х) =3х-7 
R معرفتان على‎ gof و‎ fog الدالتان‎ 
‚(Ж °8)(х)=9х*—12х+4 
.(g° f)(x) =2—-3x° 

69 الدالة fos‏ معرفة على | ]ج 
1- 
mee]‏ > 700 
الدالة g o f‏ معرفة على (1-) - 18 ولدينا : 
2 
(g°f)Ge)=—‏ . 

69 الدالة f‏ معرفة على |> +: 0]د[2-:0-[ ومنه 


1 کر‎ š 
——3<—2) و‎ x z 0 معرفة 15 كان‎ f o g الدالة‎ 
X 


ولدينا : 


ولدينا : 


ولدينا : 


ولدينا : 


хє оо 0:2 о أي‎ (дьо 
x 


فاص گ- بل < (ر)(ع ۰ ۶) 
x x‏ 


الدالة g‏ معرفة على" ومنه الدالة o f‏ م معرفة إذا كانت 
f‏ معرفة و #0 f (x)‏ أي ]م +: 0[ ں ]2-:ہہ-| хє‏ 
1 
(g ° f)(x) ۳‏ . 
k АМ (1‏ معرفة على R‏ و لدینا من أجل كل х‏ 
من (ho g)(x) = x” +1=К(х) К‏ 
2( الدالتان (f +k)‏ و (goh)‏ معرفتان على R‏ و لدينا 
من أجل كل x‏ من : 1++ 2 + ”× = (f +k)XXx)‏ 
(в oh)(x) = (x +1)” = x” + 2+1‏ 
ومنه: +k=goh‏ [ 
بنفس الطريقة نثبت صحة 3( » 4( ۰ 5) و 6( . 
f =۷‏ حيث ”× = u(x)‏ و у(х)=х—1‏ 


ولدینا : 3 - 


у(х) =х+2 و‎ u(x) = х? +1 حيث‎ f =uov 
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. 6<10 و‎ <-5 ‹а=-—1 (1 


f(a)-(-x-5)=—— ۵‏ 
x 00 2 +оо‏ 
10 
2—х И 5‏ 
(C, )‏ تحت المستقيم (с,)‏ فوق المستقیم | الوضعية 
56 تصحيح : f‏ معرفة على }2—{—# 
1( قواعد تغيير المعلم ак‏ 
rel. T | А‏ 
معادلة (c)‏ في المعلم )7 (А;ї;‏ سر کے = Ү‏ 


2( الرسم 


A 3‏ مركز تناظر للمنحني (,0). 
6 لنبين أن [(A):x=1]‏ محور تناظر د(ع) . 
لتكن مثلا النقطة (۸)1:0 . معادلة (C)‏ في المعلم 


Х?+2 


):4( هي کے ل. 


2 
الدالة == زوجية ومنه [(A):x=1]‏ 

محور تناظر . 
f(x)=-x+ 58‏ . من أجل كل ,× ويد من 


1-2 
=x > —X,‏ 
]0;-| حيث ,د > بر لدینا :311 3 ومنە: 
x,=—2‏ 1۳22 


А 3 
f(x.)> f (x, ) أي‎ р г یر‎ аяс 


وبالتالي f‏ متناقصة تماما على [-٥:0]‏ . 
f‏ متزايدة تماما على ]دہ +:0[ . 
f 60‏ متزايدة تماما على ]0;2[ . 
f @‏ متزايدة تماما على ]دہ +:0[ . 
f 62‏ متناقصة تماما على ]3 - o;‏ ]. 
63 4( الدالة f‏ متزايدة تماما على ]مه +:0] والدالة g‏ 
متناقصة تماما على ]مه +;0[ . 


(С)‏ بالانسحاب الذي شعاعه ر7+3. 
1( 2-1 ۵ و 7-2 

X| مم‎ +оо | (2 
7 a 
Р(х) = (х- 1) +2 لدينا‎ (3 

الدالتان 1— پر جے پر و × X‏ متزايدتان تماما على R‏ 
و منه الدالة1(2 — (x‏ جم и:‏ متزايدة تماما على R‏ 
(مركب دالتين). إذن (u + 2( АЫ‏ متزايدة تماما على . 


w 


—00 +оо 


x 
Ло) 


سی _ 


(С) (4‏ هو صورة منحني الدالة × جاع بالانسحاب 
الذي شعاعه 7+2 . 
الدالة f.‏ معرفة على R‏ و لدينا من أجل كل x‏ من 
р(х) = fO): [0; +]‏ و الدالة f‏ دالة زوجية 
إذن جزء (C)‏ في المجال ]ہ+:0] ينطبق على (С)‏ 
في هذا المجال و جزء (С)‏ في المجال [0:0-[ هو نظير 
الجزء السابق من [ (C,‏ بالنسبة إلى محور التراتيب 
f, АМЫ‏ معرفة على R‏ 
إذا كان (C)‏ من فوق محور الفواصل فان ( ,0 ) ينطبق 
على (C)‏ و إذا كان (C)‏ من تحت محور الفواصل فإن 
6ا نظير (C)‏ بالنسبة إلى محور الفواصل. 
53 1( لیکن хє[—3;0]‏ ومنه [0;3] ع —x‏ إذن 
f(-x)=-x+1‏ علما أن f(-x)= f(x)‏ 


ملاحظة من أجل كل [3:3-]ء× ۰ f (x)=|x|+1‏ . 


[x а 3 -1 01 з ۵ 
7)) 1 J 0 
2 `, x` Z 
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و في المجال ]مه +:2[ (С,)‏ بقع تحت (,6). 
у (1@®‏ متزايدة تماما على ]٥ہ‏ +:0] . 

إذا كان 0 < × فان 0 < 2 ومنه 0 < 2 + 22 . 

2( م متزايدة تماما على ]مہ +:0] . 

إذا كان 0 < × فان 1<1+× ومنه 1< 1+ 

أي : 0< 1ع +1- . 

.)8 ٠ ()×(= × معرفة على ]مه +:0] و‎ go f (3 
ОИ ае 


۱ 1- 
حیت u(x)=3x‏ مم 
2( الدالتان u‏ و « متزایدتان تماما على كلا المجالین 
0:0[ و امه +:0 . 
من أجل کل x‏ من К"‏ ؛ إذا كان x,‏ > × فان : 
u(x) > ۷) (‏ و ( )۲ >( )۷ ومنه : 
foy u(x)+v(x)<u(x,)+v(x,)‏ متزايدة تماما 
على كلا المجالین |0:0-[ و | + :0 . 


2 
A0 so =3x+1 : xe R ليكن ا‎ (3 
g(x) 31-1 3 
f 5 1 
‚һ= إذن‎ D, =R و ا‎ D, =R (4 
8 z 3 
f(a)=u(a)+ v(a): 7 من أجل کل × من‎ )1 @ 
| v()= وت‎ ц) ==2 حيث‎ 
Уй l وم متزايدتان تماما‎ u (2 


على Í „I‏ 
3( من أجل كل x‏ من 7؛ o‏ 
5(х)=‏ و ماه 
E x‏ 


1 متزايدة تماما على‎ S 


EERE CCE ESE 


(х;‏ و )) м, (х:р(х‏ نقطتان من 


S(x)) (4 


2( الدالة و[ معرفة على ]مہ +:0] ب h(x)=-—x‏ . 
الدالة و[ متناقصة تماما على ]مه +:0] . 


k 


x |0 0 +оо 
х > حيث يد‎ |-о;0[ من‎ х, من أجل كل عددين × و‎ (2 
ومنه‎ g(x.)> g(x,) لدينا‎ 

һ(х,)> h(x») 
: أي‎ g(x)+h(x,)>g(x,)+h(x,) 
[-0:0[ متناقصة تاما على‎ f وبالتالي‎ (х) > f (x,) 


2 
3( من أجل كل عددين ,× و x,‏ من ]مه:0[ x, > х,‏ 


لدينا () 6 >() 8 > لا يمكن المقارنة بين 
Ë i h(x)>h(x,) `‏ 


g(x,)+h(x,) э g(x.)+h(x,) 
عددين من]مه+:0]‎ х, з x لیکن‎ )1 8 
О<х +1 > x7 +1 

,)1+ ےک[ (х?‏ أي ) f(x.)< f (x,‏ : 
وبالتالي الدالة ‏ متزايدة تماما على ]مہ +:0] . 

2 لیکن х‏ و х,‏ عددين من |0:-[ 


: ومنه‎ 5 2. 2 
X > x; > 0 

f(x (< (о) (3x + 2 7د(‎ < (—3x, +2)х; 
. [-0:0] متناقصة تماما على‎ f وبالتالي الدالة‎ 

3( الدالة f‏ متزايدة تماما له 1 

2C (8‏ اننا 
المنحني المرسوم بالخط قحب ае‏ 

المستمر و(,6) هو .| РИЯ‏ 
القطع المقافي المرسوح ez ١‏ 


بالخط المتقطع . 
2( في المجال 21 А‏ >| 


I (c) ses (с) 


x, < x, حيث‎ 


لدينا : 


X, > x, حيث‎ 


3x + 2 > 37 + 2< 0 لدينا‎ 


2( التخمين 3 = 4 . 
5— 

Р(х) =3+—— (3 
2+1 

4) باستعمال العمليات 


852553 ۷-2 5313.808511 
على الدوال نجد الدالة f‏ متزايدة تماما على ]مه +:1-[ . 
5) من أجل كل ]مه  [-1:+‏ × £ 0 < 1+ ومنه 


> 0 


f(x)-3<0 o к 

Хх +1 

. [-:3| يتغير في المجال‎ f(x) (6 
х? —3x+4 * АМ (x —2; Jx) 9 
. AM = Jf (x) ومنه‎ f(x) = —3x+4 ) 2 
х و‎ 3 (= 
2 

Р(х) 4 


AM = 


k. سر‎ 


م6 الد akna‏ قالاار سی د وید اسر 
т‏ 


/7 


= 2“ 


الموجب للمعادلة ك - Го)‏ واا В)‏ اس 
a Na‏ 


МО _6-х„ BQ _ MQ 
“BH AH 


A(x) = MỌ хОР = х2х = -322 +18х 


18 - Зх 
2 


2( الدالة A‏ معرفة علی [0:6] 

3( الدالة А‏ متزايدة تماما على [0:3] و متناقصة تماما 
على [3:6]. 

4) الدالة ۸ تقبل القيمة 27 كقيمة حدية عظمی عند 3 = X‏ . 
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منحنيي الدالة S‏ و الدالة D‏ على الترتیب 
S(x)+ D(x‏ ۳ 1 

Ы | 1‏ تال نقطة من منحني الدالة g‏ 

وتكون М‏ منتصف القطعة | ر [M M‏ . 

@ نعتبر دالة f‏ معرفة على المجال [3:3-] . 

1( منحني f‏ نظير منحني f‏ بالنسبة لمحور الفواصل. 

2 أربعة أجزاء منطبقة مثنى مثنى وجزآن متناظران 

بالنسبة لمحور الفواصل . 

3( منحني f,‏ صورة منحني f‏ بالانسحاب الذي شعاعه j‏ 

4( منحني f,‏ صورة منحني f‏ بالانسحاب الذي شعاعه Í‏ 


@ کیم fo‏ وه ہے ےت 
og)(x)=32x -48x +182 -1‏ ) وكذلك 
f)(x) = 32х° – 48х* +18 -1‏ 8°( . 


ولدينا : 


Р(х) f (x) نجد بسهولة‎ (1 
x [© -2 0 2 


+о | (2 


من أجل [2- 

f(x)=3x+4 * a 0‏ 
من أجل[0;2] € ×؛ f(x)=-3x+4‏ 
من أجل ]مه +:2]ء ×؛ f(x)=-x‏ 

-[ ومتناقصة تماما 


3( الدالة f‏ متزايدة تماما على ]0;© 
علی | + ;0[ ‚ 


y= 


2х 


2(2х-1) 


2x-1 


لی ون 


3 
оаа 


СЕ علی کل‎ ааа ў (ы 


|حداثيي مرکز التناظر هي اد | 
ч‏ )55 


5( تکون مساحة المستطيل MNPO‏ أكبر ما يمكن إذا كان 


. و تکون قیاسات السا لمستطيل هي 6 و‎ х3 


2 

77 1( ينشر 22550 _ )2-: نجد عبارة f (x)‏ . 
المنحني ( (С,‏ صورة المنحني P)‏ ( بالانسحاب الذي 
شا 228 | کت PE‏ 

| 4 2 
2( من أجل كل عدد ыы Е е‏ ی Е‏ 
حفيفي 0 x>‏ لدينا ee EA‏ 
|x|= х‏ ومنه О ОЕ‏ ا hayta akan‏ ما А iS‏ 
5(х)= f (x)‏ 
۽ زوجية لان x‏ عو تو ы‏ مہ ہہت 
e |—х|=| x|‏ 
3( منحني الدالة c е‏ 
шша)‏ کون کو ات مد ل 
متناظر بالنسبة as‏ ا ا e‏ 
لمحور التراتیب 0 “)001,۶ 


1( نحل في (3) - 8[ المعادلة 


(х+4)(х-1)(х-2) 


2(х-3) 


ونجد إحداثيات نقط التقاطع (4:0-) 0 و(2:6). 


=0 أي‎ /(х)-в(х)=0 


f )×(- g (x) ندرس إشارة‎ 2 
تكافئ‎ f(x)=g(x) )1)7( 
mx? —Tmx° +(16m+1)x-12m-2=0 
8m-28m+32m+2-12m-2=0 (2 
(E) ومنه‎ c, =6m+1 ۰ b, =-5m ‹ a, =m 3 
(x-2)(mx? -5mx+6m+1)=0 تكافئ‎ 
مميز المعادلة‎ ۸ =m —4m 
тх? —5mx +6m+1=0 
m e [0:4] ° 


тє]|-®;0|\2]4;+=| ° 


09 : تصحيح المعلم متعامد وليس متجانس 


1( فاصلة ЖҮ I‏ انی 
BC MB 2‏ 


سل = ۸۸۷ ومنه ترقیب ۷ هو — وبالتالي ترتیب 7 
t- "|‏ 


2(1—1) 


Раде 10 


الدوال كثيرات الحدود 
مسائل الدرجة الثانية 


الکفاءات المستهدفة / 


< التعرف على دالة کثیر حدود و على درجتها. 
vert 7 ë‏ مسي 

۲۵۲۳۲۵۲ ۱۲۱ 1۲۱ ۷ ہے‎ КО a 

a i 2‏ ا 

۳۳۲۶ ۱۰۳۰ A ل‎ 


من الدرجد الثانية. 


٭ يتم في هذا الفصل الربط بين الجانب الجبري المتمثل في حل معادلات و متراجحات 
و الجانب البياني المتمثل في دراسة الدوال. 

٭ لقد قدم تعریف جدر کثیر حدود لیس بهدف حل المعادلات ذات درجة أكبر من ثلاثة 
و إنما لاستعماله في تحلیل کثیرات الحدود. 


# يبقى مفهوم إشارة تلاثي الحدود من آهم ممیزات هذا الفصل باعتباره جدید على 
التلامیذ و نظرا لتنوع استعمالاته في مختلف الفصول القادمة. 

*» یسمح من جهة أخرى هذا الفصل باعادة استثمار نتائج الفصل الأول و المتمثلة في 
اتجاه تغير Alla‏ القيم الحدیةء الدوال المرفقة 7 
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النشاط 5 ۰ 

الهدف : حل بيانيا معادلة باستعمال منحني دالتین مرجعیتین. 
1( نلاحظ أن 0 ليس حلا ِ(*). نقسم الطرفين على X‏ 
y \|/ (2‏ 


/ 


/ 
/ 


1 


/ 2 


Д | 


(3 


.)*( ك. یتم التحقق بالتعویض في‎ БЕ 


الأعمال الموجهة 


1 
2 


مجموع و جداء حلى معادلة من الدرجة الثانية: 
الهدف: التعرف على بعض تطبيقات مجموع و جداء الحلين. 
مثال: 5 = ب الحل الثاني هو 0.5 

البرهان: بفرض 5 - 4+8 و ab =P‏ يكون لدينا: 
-a‏ 5 = و a(S -а)=Р‏ أي: 0= a° —-Sa+P‏ 
و بالتالي فان ى حل للمعادلة 0 = х? -Sx +P‏ 

x? -Sx +P = 0 هو حل للمعادلة‎ р كذلك‎ 

х? -Sx +P = 0 حلين للمعادلة‎ b за عكسيا إذا كان‎ 
а= Р و‎ 4+7 = 5 : 

مثال: لدينا 18= 0+ و 77= 45. b за‏ هما حلا 
المعادلة: 0= 77+ 25-18 أي 7 و 11. 


البرهان: مباشر 
مثال: 
1 
m — -1 = 3 0 1 +00‏ 
A - - + + +‏ 
С‏ 
+ - + + + = 
а‏ 
Ь‏ 
- + + + - == 
a‏ 


باستعمال المبرهنة يتم الاستنتاج انطلاقا من الجدول. 


الأ - 
النشاط 1 ۰ 
الهدف : تحلیل عدد طبیعی 
1( 


(x` +2 +1)(x2+1)= x° +3x +x” +2x +1 
ليس أوليا.‎ 103121. 103121=1021х101(2 
۰ 2 النشاط‎ 

الهدف : حل معادلات باستعمال العبارة المناسبة لدالة. 

(x +1)(x +5)=x 2 + 6× +5 (1 

(х +3( -4=х2+6х +5 

2( 1- ,5۔) = رىء الحلان هما فصلتا نقطتي تقاطع ) (C,‏ 
مع محور الفواصل. 

)1-,4—{ = رىء الحلان هما فصلتا نقطتي تقاطع ) (C,‏ 
مع المستقيم:ذي المعادلة: 1 + y =x‏ 

النشاط 3 ۰ 

الهدف : حل بيانيا متراجحة من الدرجة الثانیة, 

1)شعاع الانسحاب هو (3-,1) и‏ 

2( }3 +3;1/-1{ = 5 . حلول المعادلة هي فواصل 
3( حلول المتراجحة هي فواصل نقط ( (P‏ التي تقع أسفل 
محور الفواصل و منه: | 3143ا = 5. 


4( ,43 +1 لا| 143| = 5 
يتم التحقق بواسطة جدول بعد التحليل. 


النشاط 4“ 
الهدف z‏ التبرير الهندسي لحل معادلة من الدرجة الثانية. 


2 
5) +4 +2 ۵ 
2 2 


سس ار 


تکتب المعادلة على الشكل: * دح 10+ وت 
2 


2 
p +10 a шй 
4 4 


= بر 
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3( القيمة الحدية العظمی هي: Е‏ 


f (4‏ متزايدة تماما على المجال ] „Fo Е‏ 


1: , +00] متناقصة تماما على المجال‎ f 


19 6-4 - تيرج جد ير f:‏ . 


P(x)= +76 +16 +12 (1‏ . 
© درجته 3. 
Р(х) = xX -3x -11x+5 (2‏ 
درجته 3. 
P(x)= х? -xX - 21+45 (3‏ 
درجته 3. 
.P(x)=12x-14 (4‏ 
درجته 1. 
P(x)+Q(x)=-x° + 5-6‏ 
P(x)-Q(x)=-5x°-3x-4 (1‏ 
2P(x)+3Q(x)=14x-13‏ 
P(x)+Q(x)= 2х -2x +x-2‏ 
+x-9 (2‏ رو .P(x)-Q(x)=2x‏ 
2+ + غرم - 2P(x)+3Q(x)= 4х‏ 
@ 1( درجة Р(х)‏ هي 5 و معامل حدہ الأعلى 6. 
2( درجة Q(x)‏ هي 7 و معامل حده الأعلى27- 
3( درجة R(X)‏ هي4 و معامل حده الأعلى 5. 
@ ) ۵۔(1م/ ا 1- جدر د 00 
نفس الشئ مع 2) و 3). 


а=1, 6=0, с=-4 (1 24 
Р(х)=(х-1)(х-2)(х+2) (2 
.1 ۰2 » -2 الجذور هي:‎ (3 
Р(-2)=0 (1 
Р(х) =4(х+2)(х-) (2 


3) الجذور هي: 22( 5 
21 
—b=5 , а=‏ . 
26 2 
© نے , 023 , != 


المعدلات و المتراجحات مضاعفة التربيع: 
الهدف: حل معادلات و متراجحات مضاعفة التربيع. 


S, = )-2,-1,1,2[ «S, = {2,42} التطبيق:‎ (1 

5, - 2 

2)دراسة المثال: |3,2/.| لا |3/-,2-| = 5 

التطبيق: + V5,‏ |لا| 5/-,هم| = S‏ 
تمارين 


. خاطئ‎ O 
с ` 
о O 
00 


2 3( 4( 5( ليست دوال کثیرات حدود. 
1( صحیح. 2) خاطی. 3( صحیح. 
1( صحیح. 2) خاطی. 3) صحیح. 
4( خاطی. . 5) خاطی. 
صحیح. 

)2 ® 

‚(2 11 

(3 12 

(1 13 

. (2 14 


@ 1( لأنها ليست معرفة على 91 . 


X>ax +a x +...+1 


(1 
.f:x— تير‎ +х+1 (1 
.f :x— -xX + x—1 (2 
Рах #ر-‎ + (+1 (3 


о 8‏ سابقتا هما: 1 و +. 
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4) حلبن: A‏ كد 
2 2 
5( لا بوجد حلول. 
6) حل مضاعف: -1. 
7( حل مضاعف: 3. 
8 حلبن: 5 » 1. 
9( حل مضاعف: = 
| 3 
10( حلبن : 1ء =‚ 
7 


31 مميز المعادلة معدوم. 


32 بماأن ‏ , ج متعاكسين في الاشارة فان المعادلة 


x =1,X =2 „ө 


х) = (х-1)(х- 2) 


х نی‎ - 2 
3 ۱ о 
OS EAS) 
ہے‎ 2 
12.2 
3 9 | 
۲0۷-9) - (+ رگ‎ 
305 
x а GST 
5 а 
(х) = -5(х-<)(х-1) 
29-3 و -9-_ پر‎ 
== 
E رال ° بر‎ 
25 حلين:‎ )١ @ 
لا يوجد حلول.‎ )3 
اه‎ _ E 
"ئ0‎ (5 


۸ = 4(b” - ас) (1 @ 
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((x)=(x-3-1 (1 
2.4 سے‎ - 28 


(х) = (х5) -2 (2 
2.23  : 72 
х) (у ملم‎ (з 
٠ 2 4 

المعادلة لا تقبل حلول. 
25 7 
а‏ |32 ركم х)‏ 


حلول المعادلة هي: 2 + 


5( ی مب 


حلول المعادلة: سب + 1 


Е г 
3, 9 
004 1 (6 
حلول المعادلة هي: 0 » 3؟‎ 


X < 2,7 - 3 (1 29 


5x+6=0‏ تير 


: „1 

X =-3,X == 
2 (2 
2x +5X×-3 =0 
X =0,x =3 3 

х? -3х= 0 
XEK =E (4 
X +4X+4 =0 
Х =5, پر‎ =-1 


(5 
х - 4-5 =0 
к ОСЫ ад 
3’ 2 (6 
تيرم‎ -x-1=0 
. 3 
X =0, x ыз: (7 
2х°+3х=0 
رح‎ 
3 (8 


9-127 + 4-0 


1( حلین: ۰0 3 . 
Ө‏ 2 حلين: و 2 
3( .حلين: -1 +1. 


8 8 


المعادلة تقبل حل مضاعف. 
4) لما 3 m=‏ المعادلة dë‏ حل وحيد 1-. 
m? зА‏ 
А = 25‏ 
X ==]‏ 
„_2+т‏ 
з-т‏ 
لا m=‏ المعادلة تقبل حل وحيد 1- 
m? 7‏ 
2 
1= ۸ 
А „ 2т+1‏ 
= ر X=-]‏ 
1-0 


40 إستخدام الحاسبة البيانية, 


4 استخدام الحاسبة البيانية. 


۸2-4-8 42 


А' = 4-23 6 
EE | x-1 
2 2 


(x= x x - x,)= x° — (x, + x, JX + X X, 43 
مما سبق نلاحظ أن:‎ 
f(x)= (x-JZ\x- 43) 
W2), МЗ) و منه حلول المعادلة هي:‎ 
نفس الحلول.‎ )3 


8x° - (х+5)12- 9 
9х? -7X×-60 =0 
20 


260237 0 SR 
9 


طول ضلع المربع هو: m‏ 3 
+72 = 8۲ 
r= 2 = 0‏ — ۳ 
r"=1+43‏ ; ۲-1-3 


و منه نصف القطر هو 3 +1. 
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A'= b” -ac (2‏ 
3) ادا كان 0< ۸ فإن: 0< ۸ و ais‏ 
المعادلة (E)‏ تقبل حلين متمايزين هما: 


БЕМА‏ >„ ہر حلفم بر 


2а 2а 

و منه: 

BNA — 'م-‎ ۸ 
3 { а 


x'=19 , х”=-1 ۰ A'=100 (1 
x'=-101 , x”=-99 , A'=1 (2 


069 
2( 
3( 2ہ = "× , 3 - ۳,۷( ۸-6-2 


А =-3 (4 


тєўї{-2,2} (1 @® 


2( اعم х=-2‏ 
3 
А'=т' +5 39‏ 
х'=т-Ут?* +5 (1‏ 
5+ ٹر + مر = х"‏ 
2( لما m=0‏ المعادلة تقبل حل وحيد 1-. 
) لما m?0‏ 
۸-9 
1 - حير 
-3 0 
X" =‏ 


3( لما 1- m=‏ المعادلة dä‏ حل وحید3 


ло пе Ры 
8 18 


المعادلة لا تقبل حلول. 
لما 


A>0 me م‎ U (+ 
8 8 


Аа تل حلين‎ edl 


a+b=14 

۳ 

S = ))3,11(,11.3(( 

a+b=1+43 
3 


axb=1+— 
2 


= ez) 


a+b=0 


اللي 

21 
887 

21 
عم‎ 5-46 5+46 ١ )5+ 6لمه‎ 5-446 
Ё 21 ' 21 || 21 ' و‎ 
a-b=4 53 
axb=-1 


SON 5 5 оу 2348) 
a-b=5 
رده‎ 


2 2 2 


2+30 =8 
axb=5 
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3 +550 . @@ 


3х? +5 - 50 - 0 


ایپ وہ Х=‏ 
3 
10 


و منه طول ضلع المثلث هو: — 


48 المعادلات 1( ‹ 3( ۰ 4) ۰ 5( تقبل ой‏ 
لأن b‏ , 2 متعاكسين في الإشارة. 
أما المعادلتين 2) » 6) فالمميز موجب و 
بالتالي تقبلان حلين. 
مجموع و جداء الحلين للمعادلة الأولى 


a 2 а 
نفس الشئ بالنسبة للمعادلات الأخرى.‎ 


209„ بحل المعادلة (Е)‏ . 


X, = X' , X, =X" 
إذن المعادلتين متكافئتين.‎ 


п @‏ 0= 3-27 + تير 
2( 0= پر گا ضر 


×” -3× =0 (3 
ио =й (4 
3 3 


т =0 (5‏ -2+1- تير 
X2-10x+23=0 (6‏ 
X2-7x+4=0 51‏ 

А - 3 
0 7-433 3تس‎ 
2 2 
a+b=4 52 
axb=-1 
S= 2-5 2+ (كله‎ )2 + 5,2 45) 
a. 


axb=100 
5 = {(—20,—5),(—5,—20)} 


т=1-45 , т" 1+ كلم‎ (1 59 ٦ 54 


2 لما مگ тє‏ لا يوجد حلول. 


=й سيم‎ NEE) 


يوجد حلين موجبين. 


لما |2,/2/ | тє‏ يوجد حلين 


م 
1 


3 3 3 
xy- y @ 


з(х+у) (1‏ مختلفين في الإشارة. 
хху=72 |‏ لما 7 = m‏ يوجد حل مضاعف, 
(x+ y) –2ху (2‏ = ”ر + تير 12 
y° =5‏ + تير ташы Еи‏ 
حل موجب و حل معدوم. 
56 0 وو ۔ J] 1 60 ٠۶‏ 
а‏ 1( اسرهه –| me‏ 
Р‏ 5 1 
2 
x МСУ ЕСТЕ (‏ 2( 1ح me} o,-1lu‏ 
me |-23| (3‏ 
me e u l (4 с__5 (1 57‏ 
a 3‏ 
34 _ 2„ 2‚ 
2( د u‏ 61 |97 4 
1( پچ me EE‏ 
1_2 1 12 3 
х x 5‏ 
64 2 2( ان مین тє | olu‏ 
(x — x”) `‏ 5 ل 
21 = مرب مر 3( 22645 | نا 4 2+65 me‏ 
Е)‏ ا 
4( لا يوجد ей‏ ل . 


۲ 7 
0 = 23 62 Дый (1 


X'x X" - 2 
Х'х x" = 8 


X’ —23X+28=0 


" т 
Х'=— 
× 28ات‎ , X" 717ھ‎ m=2 , m=-2: و‎ 6 
х"? و-‎ 
2 ۶ n = 5 
0 63 کر‎ CE 
2x'xx"=9 4 uw (2 
2x” رپ پر 1( 0= 9+ ر12-‎ = — 
× 2ہ /3-3۔-‎ , ×" -3 +32 ٠ 
20 +x") 2ھ‎ m=0 2x 7ج‎ 
(2 منه:‎ 
2x'x X” >9 т = 4 n 1 ى‎ m 
2 ХХ" = 0 
2х +12х-9>0 4 2 
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Р(х)>0 ,x ھا‎ Ju 


و 
لما 2- — = 
65 1( لما 2 < P(x)=0‏ 


لما ۳ _ 0( 


P(x)>0 ,xe] دص‎ to لما‎ 


2 
—,x 
3 


P(x)>0 ,xe Ba لما‎ 


> ора لما‎ 
Р(х)<0 ‚хє |- لما |ممبرمه‎ (3 
P(x)>0 „хє [- لما |معدرمه‎ (4 


P(x)=0 , x 


2 لما 2 


Р(х)<0 хер 


Р(х)=0 де لما‎ (5 

P(x)> 0 хе одао = لما‎ 
Р(х)=0 لما ابر‎ )6 

Р(х)>0 хе koti سا سب كدان‎ 


7( لما 6 عر , P(x)=0‏ 

P(x)<0 „хє |- о6о |Б,+=[ لما‎ 
Р(х)=0 ‚х= 3 لما‎ 8 

Р(х)<0 ,× ء‎ |-®,А/З] ن‎ М, 
P(x)> 0 ‚хє | لما ]مم‎ 9 
Р(х)=0 ,x=> ها‎ @ 


P(x)>0 „хє Е لما‎ 


P(x)<0 xe =] شا‎ 
P(x)=0 ,x=1 لما‎ 2 


Р(х)>0 ,xe} o| لما‎ 


P(x)<0 ,xe]+| لما‎ 
P(x)=0 ,x=1,x=2 لما‎ )3 
P(x)<0 ,xe Hollo [1,2] لما‎ 


> 3-2 ‚ 3+3/.2| 


X'e ۱3-2 | з+3/2| 
2(х' + x”) =2т 


х? - 0۲ „т = 0 


Х'хх'=—т 
3 

2m- fÈm m- [sm 
y'= 3 х'= 3 


2 2 
Р(х)> 0 хе ار‎ U орно (1 


Р(х)<0 „хє ۳ لما‎ 
1 


P(x)= 0 0 7 لما‎ 


2( لما ا- در P(x)= 0 x=2,‏ 


P(x)<0 „хє оо бу لما‎ 


P(x)>0 хе لما‎ 

P(x)=0 ,x=-2,x=1,x=3 لما‎ (3 
Р(х)<0 ,× لما ]ورن ]رم[‎ 
P(x)>0 ,xe | 2,1] ن‎ Вночі 

4( لما 3ہ =× , دلب P(x)=0 „х=‏ 

Р(х)> 0 ‚хе | ں ]مسرم‎ 03 


Р(х)<0 „хє -J3,J5| ما‎ 

P(x)=0 ,x=-1,x=1 لما‎ (5 
Р(х)>0 „хє |1] ں‎ ll, +| لما‎ 
P(x)<0 لما |],1۔| ء×,‎ 


P(x)=0 x=0, x= لما‎ (6 


Р(х)>0 „хе Ро у= نما‎ 


Р(х)<0 „хе ۳ لما‎ 


Р(х)=0 ‚х= 


| ۱۵ | ده‎ í 
5 
~ 
N 


Р(х)<0 „хе نما سی‎ 
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Р(х)= (х –1)(х - رو‎ «Ө 
لما‎ 
P(x)=0 ‚х=-1,х=— 2,× - 1, 2ل - ير‎ 


Р(х)<0 „хє |42,1 |. 2] لما‎ 
لما‎ 


Р(х)>0 „хє | بالات ]رمرم‎ N2 +o 
P(x)= (х? –1)(х +4) (2 


لما 1= ×,1-=×, Р(х)=0‏ 
لما |11-[ ء×, Р(х)<0‏ 

لما ]مہا نارمع Р(х)>0‏ 
3( )4+ فرمرد-) P(x)=‏ 


لما 2ہ = ,2ب =× , P(x)=0‏ 
لما 2ہ :2 | Р(х)<0 ,× e‏ 
لما Мј‏ ا2ےہ P(x)>0 „хє‏ 


)6+ “م ]ردب - P(x)‏ 


P(x)=0 ,x=3,x T 


P(x)<0 ‚хе Е لما‎ 


لما ]مہ+,3إ نا 


P(x)>0 ,xe -0,2 


1) لما 1= m‏ يوجد حل وحيد = 


لما 1ع 7/ بوجد حلين مختلفين 
2( ) لما m=}‏ يوجد حل وحيد - 
2 2 


لما mat‏ يوجد حلين مختلفين . 


3( لما m=0‏ یوجد حل وحيد 2. 


لما т=0‏ .9 
هر 28 +5- 5 25-428 me‏ 
3 3 
لا بوجد حلول 


Р(х)>0 ,xe рн لما‎ 


P(x)=0 ,X=1,X=2,X = ча 


Р(х)<0 „хе 5 ора 
Р(х)>0 „хе - لما ]2,ڑں ره‎ 
لما‎ )5 


P(x)=0 ,x=-1,x=0,x=1,x=3 
Р(х)<0 „хє þiolo j| لما‎ 


لما 
P(x)>0 ,xe F о,- Цо рдо В,‏ 


Р(х) = (2х-3)(х +1) (1 @ 
Р(х)=0 لما خر‎ 


P(x)<0 хе [=з لما‎ 


Р(х)>0 „хе لما سی‎ 


Р(х)=(х-1)(-х+х -5( (2 
P(x)=0 ,x=1 لما‎ 
P(x)<0 „хє لما [مبرا‎ 
Р(х)>0 ,xeþ o| لما‎ 


P(x)=(x-1)(x-—2) (3 
P(x)=0 ,×=1,× =2 لما‎ 
P(x)<0 ‚xe Holo j لما‎ 
Р(х)>0 ,xe لما آممبرم‎ 


Р(х)>0 хе = о) 4 
2 

P(x)= 0 جج یت‎ A 

P(x)<0 xe а ора 


Р(х)>0 ۷ ЕЕ لما‎ 


P(x)=x(x-1)(xX -2x-3) (5 
لما‎ 


3= 2 ,1 - ير ,0 - ير,1- دير , P(x)=0‏ 
لما hs]‏ ن |10[ P(x)<0 ‚xe‏ 
لما 


P(x)>0 ,× F о,- [о рдо B,+o| 


Page 19 


e — зан‏ 74 1( 77 -و 
يوجد حلين متمايزين. 6 puq o)‏ رح 
з= 216 зл j‏ 
ИК.‏ 6 
н‏ قزر 4( 5=ф‏ 
m=- (4‏ يوجد حلين ۰1 2 5( 5-9 
لما 1- > m‏ المعادلة تصبح من الدرجة 0ل +2 _ 
мала‏ ثقبل ثلاث 5-١ = 75 С‏ 
олха @‏ 2( 0546 .20-45 و 
1х) =0 ,X=-3,X=1,X=4‏ 24 24 
]14ب ]3م ۔| f(x)<0 ,xe‏ 9 1 
f(x)>0 ‚хєе] з Ия‏ 3( 5-5 
الشكل الثاني: 4( }5,8 = S‏ 
S = {197,549} (5 f(x)=0 ,x=—,x=-l,x=3,x=4‏ 
T f(x)<0 ,хє|2,-ДоВА4[‏ ہم 
wo херој‏ 8 1 سیک ن]3ره-و 
[ню (2‏ = 5 
@ 0 ار ا ہت 2}(3-{-$ 
7 امہ ЖЕ LE “Ф‏ 
کا 2( }2+48-,2-48-{ = 
K‏ 7 9 @ 0 64 -5 
S = {49} (2 = oz Е‏ 
J vb 6‏ | -5 3( (4) - 5 
5) 91 - 5 1 
š 5 - (6‏ 5-15 
O A‏ 2) بعد النشر و التبسيط نجد أن المعادلتين 
= متكافئتين. 
9( ۔ 3( И)‏ = 5 
з- 13а TT 6‏ 
S= ә 2‏ 2 
a 1@ S= [- 1,1] P+] Ç‏ 
S= о (2‏ 
جو S‏ @ نغرض أن ЕЕЕ‏ 
D. 91- B 5 73‏ لدینا: > ماه 
X х" 1‏ بعد التبسیط. 
S= = 2‏ ” / 
6 و نقس الشی مع ۳ > تک 
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أصغر قيمة ل Р(х)‏ هي: 5- 3 > Р(х)‏ 5- 


8-53) (5 
2 
у} | (6 
i | 
i 
N" ] 
\ 1 
اا‎ J 
ó 5 2/ 4 x 


نلاحظ أن (у)‏ يكون أسفل المنصف الأول لما | 3,= хе‏ 


(69 1)من أجل نل عدد حقيقي X‏ من 91: 


g(-x)=g(x)‏ و منه و زوجية. 


. ۲9۴ لما‎ (Ci) ينطبق على‎ (Су) 
2 


f(X) (3‏ موجبة تماما على 91. 
h(x)=f(x) (4‏ من أجل كل عدد حقيقي بر 
h(x)=f (x) (5‏ 


M' 
M' 
| 


1 
a+—=3 82 


а'-3а+1=0 
تلحر‎ 3345 
2 2 
а = 5 و منه:‎ 


х? -5)5-7(-0 @ 


2х + тх-3 =0 
| a ® 
А = п +24 


المنحني (h)‏ و المستقيم (d)‏ يتقاطعان في 
نقطتين حيث XER?‏ 
2 
ہس 24+ m° +24 -т-Ут'‏ - وور - 
I 2‏ 4 
م 24+ -т+ут‏ 24+ ۳+۰۹ = | 
i 2‏ 4 
مجموعة النقط | هي المستقیم الذي معادلته: 
Ү=-2х‏ 
نفرض أن طول ضلع المربع EBFI‏ هو х‏ 
نحل المعادلة: ‏ = x‏ 1 + تر 
3 
S(x)=(3—x)x+(5—x)x «а (1 87‏ 
S(x) =—2х° +8х.‏ 


تكون S(x)‏ أعظمية لما تكون 2 = × 


ож? + 8× کے‎ 


1 


-m 
4 


د | ۱ 


2( نقوم بحل المعادلة: 


۳-2-3-2 (1@® 
P(X)=2X 2 


الاشتقاقية 


aleladi‏ المستم‌وة 


< حساب العدد المشتق لدالة عند عدد حقيقي 


تعيين معادلة مماس منحن فى نقطة منه. 


а‏ ین ы шы‏ سر 
< حساب مشتقات الدو ال + f‏ 


x رجا‎ (ax +b) سا کے‎ f xg 
8 8 


li Aji f(x +h)— f(x) 
و مہ‎ А 


یتم من خلال هذا الفصل تعريف العدد المشتق لدالة عند قيمة كنهاية نسبة التزاید ومن أجل ذلك 
يمكن اعتماد مقاربتين : 


1 - مقاربة حركية تسمح بالانتقال من السرعة المتوسطة إلى السرعة اللحظية . 


2 - مقاربة بيانية تجسد الانتقال من قواطع منحن عند نقطة إلى المماس في هذه النقطة . 


ОЕ л 5‏ 
الجدر التربيعي . . .) تسمح بذلك من خلال الاختزال . 


يدرج مفهوم التقريب التآلفي ويستعمل للحسابات التقريبية وتقديم طريقة أولار والتمهيد إلى 
٦‏ یی 9 البرامج اللاحقة . 
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x +3=-2х+5 (3‏ تعني (x—2)‏ 
ومنه [ ,0 )یقطع (1) في نقطة وحيدة А(2;1)‏ . 
(D) (4‏ یمس(ر) : 


2 
(T) °‏ يمر بالنقطتين Да)‏ تال 
تطبيق: 2ر3 --جے پر: غر کے : 
e‏ المماس (T)‏ للمنحنی | عند النقطة )3 A(1;-‏ يشمل 
سقط azio‏ 
2 


В(—2;12) للمنحنى | عند النقطة‎ (T) المماس‎ ө 
. 8')-1:0( يشمل النقطة‎ 


1-2,1) للمنحنى | عند النقطة‎ (Т) المماس‎ e 
3 
۱ б 
مسألة2: مماس لقطع زائد.‎ 
. 1, =R o 


Lo аа 
6 


۰ معادلة للمماس (T)‏ ل عد | ل :»| هي : 
a‏ 


А В(2а;0) د‎ 4)0:2( ө А جو ےر‎ 
a 


HE 
(AB 6ا 07ف ا(‎ 
حیث (2-:0) 8 و(2:0-)"۸.‎ (R'R") هو‎ )۰۳ 


‚Н انشاء‎ ө 


.N"(-6;0) м[0:-2): (N'N") هو‎ (T,) ° 


.P"(-1;0) s 2')0:-4( حيث‎ (Р'Р") هو‎ (T,) ° 
تقريبات تآلفية مألوفة عند0:‎ 
عند 0 مرت‎ йш الريب‎ ) 
f (x)= f (0)+ f'(0)x x 


الأنشطة 
نشاط 1: 
h)° – 5(2)‏ + 502 9 


у = 5+20 (1 
(2 


. (02) = 20ms™ (3 


نشاط 2: 
الهدف : تفسیر العدد المشتق هندسیا وكتابة معادلة المماس . 
3 
کو ےت 1 
8(2)=а%56(2) = -– (2 а=——=—-—(1‏ 
9 2 
з‏ 


نشاط 3 الهدف : تفسير السرعة اللحظية هندسيا . 
+h)” – 5(5)”‏ 5(5 
4 الرسم . )5( cim‏ 


V, = 0 +50 = 50ms 
° (3 


= 5 +50 (2 


ترتیب النقطة М‏ هو 52 

5 -0 

5 هو : (2+ء)5-‎ (АМ) معامل توجيه‎ ө 

4(:)-4(2) 
۴ 2 

ө‏ للحصول بيانيا على السرعة اللحظية عند 2 = پ1 نقرب 

النقطة M‏ نحو النقطة А‏ . 

ө‏ السرعة اللحظية هي ' 20ms‏ = (2 + ,)11895 و هذا 


يتناسب مع التفسير الهندسي . 


ونسبة تزايد ۵ عند 2> h‏ : (2+ )5 - 


نشاط ۰4 
١‏ ف : إدراج مفهوم المماس 
x |—® 0 +оо | (1‏ 
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دج دج (Ix)‏ 70-2 


1+ 7 


1+ 3х K 1-х 
2 


1 
Р(х) = (1+ x) COS X sin x 


f(x)= | 1-2x 1 x 
_ 0,003 ہمہ‎ =1—0,003 = 0,997 (2 
-۔(+2)/‎ ۶ (2) OO ۹ٔ 741 


=h+2 
h 


@ 
10 
13 
| 14 
АЕ оер‏ @ الدالة ۶ تقبل الاشتقاق عند 1. 
16 
17 
18 
19 
20 


= 1 + 0,02 = 1,02 


IRE f (0.003) = (1+ 0,003)? = 1+ 0,009 
غير معرف‎ f'(0) 


21-6 })0.02-( +1( = (0,02-)/ 
| معادلة مماس المنحني للدالة گر عند النقطة 
AAO f (0,002) = (1 + 0,002) 221‏ ى 
f )-0,01( = )1-0,01(2 = 0,98‏ العدد f)‏ هو 2 . 
f (0,004) = 1 + 0,004 = 1 + 02‏ الدالة المشتقة ۶۱ للدالة f‏ معرفة على R‏ ب: 


. f'(x)=2x+1 f (0,01) = ال‎ - 0.01 = 1 -0,005 
. ۶-۱-0 @ 7218 د01‎ Н GOOG 
/'(3)=-3 (2 2 f'(0)=0 (1 @ (1+0,01) 
f'(-2)=-12 (3 . f (0,01) = — =1+0,02 =1,002 
, ۱ (1— 0,01) 
/'@=-3 2 ۰-0 © ۰ 
1 1 سے‎ 
ауе з) (3 Siyati 5 
/'(4) T f'( ) TA ‚у х+1: (А) 
“ү | 3 . [4,6107 ;4,6107 | ٭‎ 
п) ОКО Жз ۳ وپ ہیں‎ о 
× ومن أجل | =;=- |ع‎ -(1-x)= + 
f (-1+h)- f )-1( 22 x+1 x+1 
E © °, 
ومنه 2 > > - ويعني أن‎ - > x+1<— ولدينا‎ 
ы. РС1+А)- (1) таса 
نستنتج‎ » 11 —— vÜ = 4 لدينا‎ (2 2 2 2 2 
От. ۱ > > ترا تويك ویاقالی تور‎ 
أن الدالة  تقبل الاشتقاق من أجل 1- و‎ Х +1 3 3 x+] 


'(-1)=4 1 ы 
Р) х= : = 0,071 = 2×” ٭ بوضع102-‎ 


3( نعم الدالة f‏ تقبل الاشتقاق من أجل 0 . 
أو 0,071- = x‏ إذن المجال هو [0,071:0,071-] І‏ 25 1( ننشر (2+л)‏ 


h—0 


3 
ааа +6^+12)=12 (2‏ 
h һ-0‏ 
نستنتج أن الدالة f‏ تقبل الاشتقاق عند 2 و 
f'(2)=12‏ 
/(2+һ)-/(2)=-вһ (1 @‏ 
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2( ۷ھ ш> h)‏ ء إذن ونجد ثب -) f‏ 
f'(2)=-8‏ @ نسب (3-) ٦ (-3+h)- f‏ 
@ 78ء لو و ا ۱ а: һ‏ 

ss s h 


a=3 و‎ f(x)=2x-7 (1 Н s Š 
')3( -1 53) cli ات‎ ۳ ۰ АЕ „ЛИ 
f'(3)=2 و نجد‎ lim ناف فا‎ D kaa /'(3)=1 ن‎ lim А 


0 


па سر ےھ‎ ы Б 
ورن‎ (a+h)— f (a) — بنفس الطريقة ذ‎ лош ا حلت‎ ١ Q09 
ھ۴0‎ Бир, а) f'(-2)=1 
ونجد (0)"'/رفي باقي الحالات الاخری.‎ 
۱ . J(2+h)- f (2 l 
. 38 نفس الطريقة المتبعة في حل التمرين رقم‎ 3 пш 20-70) ТӨ 
. 38 نفس الطريقة المتبعة في حل التمرين رقم‎ Peje ii 
a=6 ۰ f :x x +2 (1 - А 9 i 
f (a+h)= f (6+h)=(6+h) +1 пау СЛО) т 32 
| . f(6+h)-f(6) . 1. 
f (6)= im FEDAS - إذن ;-=)7'0 2= ردویںں ون‎ 
f'(6)= 12 22 [4 ө 
في الحالات الأخرى‎ f'(a) و بنفس الطريقة نحسب‎ /'(3)=—2 о 


کے Ж ИС УСУ‏ المتبقية. 
f :x > x (1 42 2۳ 25 0 7/1 9 2‏ 


جرخ e IS оу 2 5< F'(B‏ 
F'O- im im (n+6)=6 S'(0)=-53 6: f )۷3( ai (‏ 
л /'(3)=2 зш Ө+И 7/0) =2 34‏ اوس و و تم مت 0 
الصغيرة للعدد |/| هو f(3)+h f'(3)‏ أي 9+6h‏ 
з. +2 (1 43 0000 = (1 35‏ 
h h‏ 
2( من أجل 4- < 7 و 1۶0 : С) EDA‏ 
/(+)-г(@) _уй+а—2_(Ул+4-2)[уй+&+2)‏ 2( أحسن تقریب تآلفي للعدد 7 (h—‏ مر من اجل القيم 
h h h[Vh+4+2)‏ الصغيرة للعدد || هو (1-)' 8 +(1-)/ أي 
1 0 3-7. 
vh+4+2‏ 44 1( نعتبر الدالة х?‏ ير: f‏ 
7٢۳‏ ' الدالة р‏ تقبل الاشتقاق من اجل القيمة 2 و لدينا : 
Сл‏ ا 2 
ЖЕНИ‏ | 4و (قال لا ол‏ 
إذن الدالة f‏ تقبل الاشتقاق عند 1 و لدینا << (1)' [ h‏ 0ج h‏ 0ا 
4 أحسن تقريب تألفي للعدد (2+h)°‏ عندما ينتهي h‏ إلى 0 
36 تڪ 010-0 هو (2)' £ ۸+(2) f‏ أي 4+47. 


2,04 = 2+ 0,04 (2 
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إذن )4+4(0,04= (2,04) أي 4,16 = ”(2,04) بنفس الطريقة نجد قيمة مقربة ل 4,97/ و 4,83/\ 


(483=5—0,17 (بملاحظة أن 5-0,03= 4,97 و‎ 1,98 - 2-02 
۶ (21)= (2+0. ) @ (18) دود‎ (1.98) =4+4(-0,02) з 
أي‎ f (2.1) =0,1x f '(2)+ f (2) 2,001=2+0,001 
f (2,1) =3,4 أي‎ (2,001) =4+4(0,001) оу 
/ (2.1)= f (2+0,1) (2 (2,001) = 4,004 
f (2,2)= 0,1x f '(2,1)+ f (2,1) 1... 
f(2,2)=3,6 أي‎ f(2,2)=(0,1x2)+3,4 اس وت تو أي‎ 45 


А(2;0)‏ و الذي معامل توجيهه 1= ۾ 

هي: у=а(х—-х,)+ Р(х)‏ حيث ,د هي فاصلة A‏ 
أي )2( у=1(х-2)+ f‏ 

أي معادلة المماس هي у= x—2‏ 


s 
f' (3) در‎ 


0 h مجر‎ h 9 


أحسن تقريب تآلفي للعدد 


1 
عندما ينتهي h‏ إلى 0 
١ 3+7‏ 


1 ,1 ٭ و بنفس الطريقة نعين المماس فى الحالات الأخرى. 
ор | 078‏ 
оз 3,02 -3+0,02 (2‏ -+)0,02 رب رر سو روج رک 
; و ا ) 0و ` 3,02 معامل توجيه المماس عند النقطة ذات الفاصلة 3 = ху‏ 
أي 1ھ 7 саада‏ 
h>0 h 5 >‏ 
Jå ean g otu ۱ А‏ 1 275 | 2 
و بنفس الطريقة نجد قيمة تقريبية ZD‏ (بوضع ‏ - (ھ)7) 
46 1( نعتبر الدالة fixe x°‏ معادلة المماس هي :)3( у= f'(3)(x—3)+ f‏ و نجد 
الدالة f‏ تقبل الاشتقاق من اجل القيمة 1و لدينا : 18 12_ 18у,‏ 7 ( 
a ps s‏ ۹ 0 
f'(l)=im——t>im-—‏ و بنفس الطريقة یتم تعيين معادلة المماس للمنحني (С)‏ في 


الحالات الأخرى المتبقية ۔ 


بوضع: 2 - ”× = Р(х)‏ . معامل توجيه المماس 
النفطة ذات الفاصلة — هو- 


أحسن تقريب تألفي للعدد h)‏ +1( عندما يقترب h‏ من 0 
هو (1)' £ f(1)+h‏ أي 1+3۸. 


—1+Л\— 0-1 1,04 -1+0,04 2‏ 
оу‏ )1+3(0,04= )1.04( أي 21,12 (1,04) بل п)‏ 
0,88 = )0,96( معادلة المماس هي y =f'(-1)(x+1)+f(-1):‏ و 
а @‏ بی نید رھ در © (3-(1-)/) 
f i‏ تقبل الاشتقاق من اجل القيمة 5 و لدينا : f (x)= -Eiei‏ معامل توجيه المماس عند 
ی 05+ 2 5( 6007 یم النقطة ذات الفاصلة 2 هو: 
fO), 0 7 0 үч 7 2/5‏ سونو ۷)2 
أحسن تقريب تالفي للعدد / +5 عندما ينتهي h‏ إلى 0 h‏ 0ج( 
Гуз б) >‏ يلد قل. مدل سس ھی O2) O):‏ = ر و تج 
у=х-4 2/5‏ ‹)2-=)2(/( 


1 5,01=5+0,01 2 
معامل توجيه المما‎ > xX Б азр بوط‎ 
س‎ f (x) 00 med ALa 
عند النقطة ذات الفاصلة 1 هو:‎ 24/5 
. f(l+h)- f (1) \/5,01 = 2,238304045 أي‎ 
= Ш ———F s = 
h 


-1 
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fla+h)-f(a) 1 


2 


h h 

ب) © تقبل الاشتقاق على R‏ 

f (a+h)- f (a) 
h 
Ф(а+һ)—ф(а) Б! 


h 2 
an o إذن الدالة‎ lm 


=2-а ج)‎ 


hs 

و منه 0 اء h‏ 

А > MEL (1 61 

و۔ہو۔ کات ون ۰ إذن الدالة f‏ قابلة 
0را 

للاشتقاق عند كل x‏ من 3 f'(x)=2x-5‏ : 

2( معادلة مماس المنحني (P)‏ عند النقطة Е(0;4)‏ 


هي: 4 + 5- = ر 
3( نعم توجد نقطة М‏ من (P)‏ یکون مماسه عندها 


موازيا للمستقيم الذي معادلته = ر حيث فاصلة M‏ 
۲ئ 

Ga 

(لإيجاد هذه القاصلة نحل المعادلة f'(x х)=‏ ( 


4( معادلة مماس المنحني (2) عند النقطة ذات الفاصلة a‏ 
هي: =(2а-5)х-а*+4‏ 

5) المنحني (2) يشمل مماسين كل منهما يشمل المبدأ إذا 

(а=2) أو‎ (а=-2) أي‎ -а+4=0 كان‎ 

4( الدالة f‏ تقبل الاشتقاق على R‏ و لدينا من أجل 

Р(х) = 6х? +10х-1: R من‎ x 

2( الدالة f‏ تقبل الاشتقاق على R‏ لدينا من أجل كل × 

f (x)= 2xcos=—-1: ۲ من‎ 

3 الدالة f‏ تقبل الاشتقاق على ]0+ : 1[ و لدينا من أجل كل 


ہت 
رو و | 
4) الدالة f‏ تقبل الاشتقاق على R‏ و لدينا من أجل کل x‏ 


E 2x +6 +102: . 


: [1 : من |مه+‎ x 


من > 

х+1) 
R قابلة للاشتقاق على‎ уруу الدالة‎ 63 
|0; +| جا پر قابلة للاشتقاق على‎ Мх و الدالة‎ 
JO; +f جح پر قابلة للاشتقاق على‎ x Jx و بالتالي الدالة‎ 


۶ (x)= دلج‎ : Jo; +e من‎ x ومن أجل كل‎ 
f (2 < f'ix-> 6x-4 7 
[ ۲: ۲۲۲ x+2 (3 


معادلة المماس هي :)1( у=  )1()-1( + f‏ و نجد 
у=-х+=‏ (2 -()۶) 
من الواضح ааш.‏ جح 

اتی فاصلتها 2 25 
=—-4х—4: ай 54‏ تو 
و نجد ٠ х=—2‏ إذن(0) (D)‏ يتقاطعان في 
النقطة (2:4-) ۸ . 
2 نستنتج أن (D)‏ هو (С) оа)‏ في 
النقطة (2:4-) ۸ . 
8 تصحيح : معادلة(): 2 —2x‏ = ر وفي السؤال1) 
Зх? +2 —5x—4=(x+1)(ax2 +bx+ c)‏ ونجد 
Зх? +20 —5x-4=(x+1)(3⁄2 -x-4)‏ 
2 نحل المعادلة 2 Зх? + 22 —7х—6 = 2x—‏ 
ونستعمل السو‌ال السابق ونجد 1- = عر لوگ 
إذن النقطة المشتركة ذات الترتیب معدوم هي (1:0-)۸ 
х=—] (3‏ هو حل مضاعف للمعادلة : 
Зх + 22 -7х-6= -2х-2‏ إذن (7) مماس ل 
(c)‏ في النقطة(1:0-)۸ 

معادلة مماس المنحني (C)‏ عند النقطة А(2;4)‏ 
هي: у= /'(2)(х-2)+/(2)‏ 
بما أن المماس يوازي (A)‏ فإن f'(2)=3‏ 
إذن معادلة مماس هي у=3х—2‏ 

بما أن شعاع توجيه المماس 7 فإنه يوازي حامل 
محور الفواصل و بالتالي معادلته 3- = ر 
© )ادك هو 3-) 


1( من أجل كل ме‏ حقيقي а‏ لدينا: 
з‏ )0 ون » إذن الدالة f‏ قابلة 
للاشتقاق عند ‚/'(а )=3 sa‏ 
2( ۱:۲7 [ 
© 1( من أجل كل عدد حقيقي Ga a‏ 
H fla+h)-fla)_3‏ » إذن الدالة f‏ قابلة 
f оз ۰ lim 7‏ قاب 
للاشتقاق عند کل x‏ من R‏ و f'(x)=3x‏ . 
2( معادلة مماس منحني الدالة f‏ عند النقطة ذات الفاصلة 1 
هي: 327-2 = ر 
1 الدالة g‏ هي مجموع دالتین قابلتین للادشتقاق 
© من أجل كل عدد حقيقي × : /'(х)=-х+2‏ 
(i (2‏ 
Ф(а+һ)—ф(а) _f(a+h)-f(a) в(а+һ)—в(а)‏ 
h h h‏ 
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; ا‎ 
2 з (х+1)* 
f (0,96)=1,49 < f(1,02)=1,505 
›y=11x+5 (2: у=3х+4 (1 
y=-7x+11 3 
د(,6) عند النقطة‎ (T.) معادلة المماس‎ (1 
у= - 22, + X) + 3 هي‎ А(х,, ((مد)‎ 
عند النقطة‎ (С, )-! (T,) و معادلة المماس‎ 


y= . + هش‎ ۸ 6 (x,)) 


ا 

Ж 
ب‎ (А) إذن يوجد مستقيم‎ 
.A(1:2) النقطة‎ 


y=-2x+4 : هي‎ (A) معادلة‎ 2 


— فيكون 1= ہد 
(C,)» (C ава‏ في 


—=л +3 و‎ —2x = 


(A) (3‏ اعلی(,6) (A) ٠‏ أعلى(,©) في ]0:--[ 
و (A)‏ أسفل(,0) في [®+;0] . 

з‏ 1( یز 

2( 4 -ه و 8=3 


6-2 ۰-- © 


نناقش a‏ ب قيم m‏ عدد حلول المعادلة 0 = f'(x)‏ 
إذا كان 0 m‏ فإنه يوجد مماس واحد. 
وإذكان 0ء 7 فإنه يوجد مماسان. 


1)- پور = DE = xtan60° = х/3‹ DG‏ 
ومنه مساحة المستطيل هي : 3 + ر3 2- = R(x)‏ 


3ر + 3 4- = R'(x)‏ ؛ 0 = R'(x)‏ معناه = х‏ 
بما أن R(x)‏ من الدرجة الثانية 0 > 24/3 فان 


ГАЧ И к")‏ ترش اہ ا لین 
١ 4‏ 4 


2 مساحة المثلث هي 
E‏ 


1 
7 (m) = mx tan 60° - ورک‎ 


a|]. Ua, 
4 2 
= T (4)+ 0,0027 '(4) 
4,004 ×3 ومنه‎ 


و 2,002×/3 


Т (4,002) 
Т (4,002) = 
R(2,001) = 


4( 3+ ×2/6- 34/22 ?4/3 جرد 


3 2 
в.  f'ixo— (1 
7 > 6 


02 10۳-9 м. э كب‎ 


т‏ كم 


f'ix> — 


/':хҥ» 2 (3 


g'(x)=2f'(2x+5)=2x3(2x+5) و منه‎ 
و منه‎ g(x)= f (—3x+2) % 


g'(x)=-3f'(-3x+2)=-3x3(-3x+2) 


/(х)=ух (1‏ و 

а(х)=/(х-1)= 

الدالة مر معرفة على ]٥ہ+:0]‏ و الدالة g‏ معرفة على 
]+[ 

2( الدالة f‏ تقبل الاشتقاق على +оо[‏ ;0| الدالة g‏ تقبل 

الاشتقاق على ]+ ;]‚ 


2-1 


Ро) == 


ф‏ نتبع نفس الطريقة في الحالتين المتبقيتين. 
0080 


2 سل () / 


1 یں 
xX >. 0 B‏ 


єй (х) z се (5 
/'(х)= 


15+ 6+ 55° 
24-х +3‏ 
f'(x)=-3sin (3х —2) (1‏ 
اك f'(x)=3cos(3x‏ 
f'(x)=cos°'x-—sin°x (3‏ 
f'(x)=cos(x—2z)cos[x+z)—sin(x+z)sin(x—22) (4‏ 
f '(x)=-2cos3xsin 3x (5‏ 
أكبر مجموعة بحيث تكون الدالة ] قابلة للاشتقاق 
D.‏ » ومن أجل كل عدد حقيقي × من ]+ ;0| 


(6 
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إذا کان x< 2а‏ فان (c,)‏ أسفل ) (T,‏ 
إذا كان х=-2а‏ فان (c)‏ بقطع(,7) 
1( في المثلث القائم Z -snx OIT‏ 
و » بما أن 1= dax OI‏ على 


| 3 Е Sin x 
لكونها غير موجودة في‎ tan (لاندرج‎ IT = 


COS X 


البرنامج). 


2( کہ بك و کا 


1 
А =—ПхОГ=— 
(8 2 2 cos x 


А‏ مساحة الجزء من القرص المرفق للزاوية عر » ومساحة 
القرص هي ПК = z‏ وهي مرفقة للزاوية 27 إذن : 
zx 1‏ 
×= = 
3( بما أن A > 4 > A:‏ فان : 
sin x‏ 1 


1 1 
: أي‎ —sinx <—x<— 
2 2 cosx 


| sin x 
sin x < x < 


COS X 


пх. 

إذن Ia‏ ويما أن في المجال | — ;10 :0 соѕх>‏ 
COS X‏ 

xcosx < sin x < x خلاصة‎ xcos x < sin x فإن:‎ 


Ж | 6 SIn x 
x€ |0;—| لان‎ cos x < 
2 x 


lim g(x) = lim h(x) = 1 من الرسم نخمن النتيجة‎ (4 
f'(0)=cos0=1 ومنه‎ f'(x)= cosx (5 
J (0+h)= f (0) 


ه نستنتج من هذا أن1 > 


ыз Же = /'(0)=1 
May ера 0 

х0 x50 x h>0 h 
: الطريقة الأولى‎ 83 


д@) = -5)) -6(2 +180۶ d(t) = -5)2-12/( (1‏ 
ومنه القيمة الحدية العظمى للارتفاع هي 180= d(6)‏ . 
2 السرعة في اللحظة 6 تكون معدومة . 

: الطريقة الثانية‎ 
d'(t)=-10t +60 (1 
۶ | 0 6 
d'(t) + 0 


d (t) ہے دہ‎ ۳ сг 


ومنه 180 = (1)6 هي القيمة الحدية العظمی . 


+оо 


4'6) =0 (2 
DC = f(x +h)- f (x, لدینا(ط-‎ )1 9 
5 - f(x +h)- Р(х -( | ومنه‎ BD =2h و‎ 


В(2т;0 A| 0; 1 

ото): 40:) @ 
4 8 ۱ 

у=—ух-— هي‎ (AB) معادلة‎ (2 
m m 

8 


s ж المعادلة‎ 
m° m 


و بالتالي المستقيم (AB)‏ مماس للمنحني (H)‏ في 
النقطة М‏ 
| 12-47- 
44{ سے 
J16-12h-4h +4 78‏ 


ب) — = limT (h)‏ منه الدالة f‏ تقبل الاشتقاق من 
2 مجر 


T(h)= 


أجل القيمة p‏ 72-3 
2 2 


А х x 
х=21 و منه —=2 أي‎ у= (2 
t t 


= АВ? — ОА? 
25 


ОВ? 
ОВ = 


و منه )21( - 25= ОВ?‏ 


í < 


Ë J 8 
fl—+h|- f] — 
е 2 2 З 
lim ——— د‎ = -— 


һ—›0 h 2 


f (a) = 425 


إذا كان х=3‏ فإن E‏ 
2 


(x— а)(х? +ах— 2а?) ٦ 
عند النقطة ذات‎ (c. ) азый )7,( ھ2٥‎ @ 
у= Зах - 202 هي:‎ аА 
(x +ах-2а°)=(х-а)(х+2а) لدينا‎ 
و(,7) ندرس إشارة العدد‎ (c, لدراسة الوضع النسبي د(‎ - 
(х-а) (x+2a) 
)7, ( أعلى‎ (c, ) إذا كان م2 < × فان‎ 
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S=h|f(x)+hf'(x,)- f (x, )+ hf (xo) | 
اق 0ر لوكو‎ 

. S = 2х (0,03)? x9 = 0,0162 (2 

@ 1) أحسن تقريب تآلفي للدالة f‏ من أجل كل عدد 
حقيقي بر هو f(x+h)= О) А (х)‏ ومن أجل 
f )-×+-۸( = Р(х) А (х) © к=)‏ 
بما آن f‏ زوجية نحصل على РО) = -[ (х)‏ 
4 


g'a) 2 )‏ ومنه1(=1)' ع 
(x +1)‏ 

ولدينا 0 = (1) م о‏ المعادلة 2-1 у=‏ 

الاستنتاج g‏ زوجية ومنه' م فردية إذن : 

8 )-1(- 2 )1( =0 و‎ g8'(-1)=-2'(1)=-1 

والمعادلة هي : у=—х—1‏ 
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تطبيقات الاشتقاقية 
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3( المجال ]1;2] تكون فيه' /. موجبة تماما. 

4( المجال ]1:1-[ تكون فيه' /. سالبة تماما. 

5( في النقطتین(1:6-)۸ و (8)1:2 0,(۰) Jä‏ فيهما 
مماسين موازيين لحامل محور الفواصل . العدد المشتق 
يكون معدوما عند فاصلتي هاتين النقطتين . 

نشاط 4: ۱ 


الهدف : الهدف من هذا النشاط هو حصر دالة بطريقتين 
وملاحظة أحسن طريقة . 


تصحیح : الطريقة الثانية : 2) [1 , 1-] عوضا [0, 1-] 
و3) [5 , 1] عوضا ]0,5[ 
الطريقة الاولی : 
من أجل [5 , 1-] ع × لدينا 50 > 27 > 0 
و4 > 4 > 20- 


ومنه 60 > 6 + ع4 - 20 > 14- ‚ 
الطريقة الثانية : 


2(х# -x )-4(x, (٭-‎ 
X - 6 

2( من أجل كل د و x,‏ من |1 , 1-] حيث x,‏ # پر لدينا: 

1 > 0 o. -8 > 7 > 0 ومنه‎ -2 > x, + x, > 2 

ملاحظة f‏ متناقصة تماما على [1 , 1-] . 

3( من أجل كل د و ر× من [5 , 1] حيث يدعو د لدينا : 

x, > 0‏ + د > 2 ومنه 16 > 7 > 0 إذن 0 < 7. 

ملاحظة f‏ متزايدة تماما على [5 , 1] . 

4) |5 1 1—[ 
مس ٦ے‏ 

4 
5( من أجل کل x‏ من [5 , 1-] 36 > fO)‏ > 4. 
6( باستعمال جدول التغيرات نجد أحسن حصر f(x)‏ . 


T = =2(x +x, -2)(1 


x 
Jf (x) 


الأعمال موجهة 
المقارنة بين دالتين: 


الهدف : كيفية المقارنة بين دالتين: 

1( نقط تقاطع المنحنيين (С)‏ (,0) هي О(0,0)‏ 
А(1,1)‏ و (8)2,0. 

2( على المجال [0,®-] 
على المجال ]0,1[ 
على المجال ] 11,2 
على المجال | ه +,2 [ 

f (x – 2 х)= تبرت‎ +3x – 2х (9 

f (x)-s(x)= х(-х? +3х-2) 


الأنشطة 
نشاط 1: 
الهدف : العلاقة بين إشارة مشتق دالة واتجاه تغيرها. 

f (1‏ متزايدة تماما على 8 g,‏ متناقصة تماما على R‏ . 
Л‏ متزايدة تماما على ]مہ + ;0] ومتناقصة تماما على 
[0:0-]. ۸ متناقصة تماما على ]مہ +,0[ . 
һ'(х)=2х‹ 8 (х) = 2: f'(x)=1(2‏ 

1 
Кх) 2 و‎ 

x 
g'(x)<0 و‎ Р(х) > 0: × من أجل كل عدد حقيقي‎ (3 
و من أجل كل‎ h'(x) < 0 ؛‎ x من أجل كل ]مہ + :0] ع‎ 
. h'(x) <0+ xe |—%®;0] 
k'(x)=<0 + xe [0, + >| من أجل كل‎ 


4) المطلوب مؤكد . 

نشاط ۰2 

الهدف دراسة إشارة مشتق دالة بیانیا واستنتاج اتجاه تغير 
هذه الدالة. 


g(x)=0 (1‏ معناه1 = × اوس بد 


2( من الرسم f‏ متزايدة تماما |t‏ :وهل 


و ]مه +:1] + ومتناقصة تماما على اب | 
3( من الرسم الدالة بم موجبة تماما على 


:ان Е‏ تماما ЕЕ‏ 
وتنعدم من أجل القمتين 2 - و 4 فقط ‏ 


РО) = Зх -2x-1= g(x) (4 
. g هي نفس إشارة‎ R على‎ f' إشارة‎ 5 


f' 6‏ موجبة تماما على ]مه رن ادزم معنا 
سے سس 

f'‏ سالبة تماما ЕЕ‏ معناه f‏ متناقصة تماما 

3 
і ЕЗ على‎ 
3 ل‎ 

نشاط 3: 

الهدف : دراسة المماس لمنحني دالة عند نقطة التي فاصلتها 


1( عين فواصل النقط M‏ تنتمي إلى [2 :11 ۱ 
ое (2‏ فواصل النقط M‏ تنتمي إلى |1:1-[ 
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x 0 -1 1 


f (x) - 0 + ۵ 


+оо 


23 الدالة f‏ متزایدة تماما E‏ و امه + :1] 
و متناقصة تماما على [1 : 1-] 
الدالة f‏ متناقصة تماما على كل من المجالات 
[2—;®-| و 21 0 2- و اد : 2[ З‏ 
الدالة р‏ سالبة على المجال [a;b]‏ و بالتالي الدالة 
f‏ متناقصة تماما على [a;b]‏ 3 أي f(a)> f (b)‏ 
(الدالة المتناقصة لا تحافظ على الترتيب). 
08 الدالة 7۱ موجبة على المجال [a;b]‏ و بالتالي الدالة 
f‏ متزايدة تماما على [a;b]‏ 3 أي f(a)< f (b)‏ 
(الدالة المتزايدة تحافظ على الترتيب). 
@ المنحني (C)‏ يرفق بالمنحني (R)‏ 
المنحني (C,)‏ يرفق بالمنحني (Q)‏ 
المنحني (C,)‏ يرفق بالمنحني (P)‏ 
у'(х)=3х°—3 (1 28‏ » أكبر قيمة تبلغها الدالة f‏ 
على المجال [3:1-] هي 3 و تبلغها عند1- | 3-(1-)/ | 
f'(x)=-3x +6 (2‏ < | 302= )2( 


[/(0)=2]‹ م بت(‎ 
(x +1) 
(1 
А 29 
х -3 — 2 
2 
Fœ I 
(2 
ж [кей -1 2 
ре же 
(3 
х -5 0 2 7 
Р(х) к. 7چ‎ 022 
(4 
x -2 -1 0 1 2 
ГО) 3 ہے‎ 
Naaa T а 
(5 
x -1 2 
f(x) یت و‎ 7 


x —00 0 1 2 жю 

x - 0 + + + 
- +3x—2 š -0 + 0 - 
Пе) ۰ 


4( يمكن المقارنة بين f (x)‏ و g(x)‏ بدون اللجوء إلى 


(с,) د‎ (С) 

Оба‏ ثانی: 

1)معادلة المماس للمنحنی ( ,7 ) عند النقطة التي فاصلتها 1 
هي y=x-4‏ . 

2 لدراسة الوضعية ندرس إشارة f(x)-(x-4)‏ 
أعمال موجهة 2 : 

تصحيح : - M‏ نقطة من القوس AC‏ عوضا AB‏ 

- نريد تعيين وضعية M‏ حتى يأخذ الطول KL‏ أصغر قيمة 
ممكنة عوضا أكبر قيمة ممكنة. 

1( ر + × = KL‏ (فیثاغورث) 

. ML= LC و‎ AK = KM (2 

. —8x - بر8‎ 216 =0 (3 


Ө‏ ((ہ)/:(7۷] 
1( منحني الدالة f‏ يقبل مماسا موازیا لحامل محور 
الفواصل 
1( المعادلة تقبل حلا واحداً . 


18 3) المعادلة تقبل حلا واحدا على المجال [0:1] 
4( الدالة f‏ متزايدة تماما 

@2( المعادلة =  )×(‏ تقبل حلا واحدا 

على [0:1]. 


® 3) الدالة /ر تقبل على الأقل قيمة حدية علی[ 0: 0-] 
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6 يكون للدالة f‏ قيمتين حديتين مختلفتين إذا كان 


‚ає]|—%}0| Ear =, 3 ۹‏ 
Р(х) = 3х? HIF BF Fax tb 34 f(x) ` м‏ 
1_ 70 +711 
2 : 
7( 35 ع f :xt ах +۲٩4‏ 
5 1 إثبات أن 0 < 4: لدينا f(-1)‏ قيمة حدية » إذن 
лз‏ 
3 کے В(—1;3)‏ هي ذروة للمنحني (С)‏ و لدينا 4 تفع فوق 
X‏ 5 
B p‏ و بالتالي (1-)/ هي дай‏ حدية صغرى » و بما أن 
f (x) 6‏ هي دالة كثير حدود من الدرجة الثانية فان 
2 ار 
Je kas eNi‏ “ 
تعيين الدالة f‏ : 
WAP | о) 2223 30‏ نطبق الشروط 1 =)2( f‏ و f(-1)=-3‏ و 
РУ (x= 2) 2‏ 8 23 
f'(-1)=0 5‏ فنجد a=—‏ ؛ b=—‏ و - = cC‏ 
الدالة "راو تماما علی کل من المجالین 9 9 
лш 2-4]‏ +2 ] و ш‏ ال з=‏ الشروط1-=() ۶ و 0-(1-)/ و 
p: 13 Ë 5 1‏ 1 7 
على كل من |7:2/-2 ] و [7/-+2:2] ككرت وت و ышы‏ 
نضع 5,012013014015016 = ,× 37 1( 


ке 1 2 x, =5,012013014015017 و‎ 
p 1 ыш? х,є|2+\/1;+=| و‎ x el 2+7 آمب:‎ 


لينا« < رند و بالتالي (x) f(x)‏ لان الدالة م ФО‏ في الحالات المتبقية التعرف على اجه تخر الدالة f‏ 
ندرس إشارة مشتقتها. 


متزايدة تماما على V7; oo]‏ +2 | ء إذن x? -2x| (1 38 BeA‏ ا مر:ع * D=[0;5]‏ 
بح #(хў)=х-—2хгш® р. 3 7 (a‏ 
(x -x+1) (x-1) +x‏ جدول تغيرات الدالة م هو: 
الدالة ر متناقصة تماما على [1-:م-[ و ]ممد:1] و 7 2 1 2 x‏ 
متزايدة تماما على |1:1-]. 0 1- g(x) SS"‏ 
نضع 2,01401414 = ,× ولدينا (х) = g(x)‏ إذا كان хє|2;5]‏ 
و 2,01401416= x,‏ و f(x)=-g(x)‏ إذا کان хє[0;2]‏ 
хє[Ї;+%[‏ و x, € [1;+o[‏ جدول تغيرات الدالة f‏ هو: 
لدينا x, >x‏ و بالتالي f(x)‏ > (ید)۶ لان الدالة x | 0 1 2 5 | f‏ 
مناقصة تماما على ]ہ+:1] ء إذن ۸ > 8 | سے Jf G) фе‏ 
32 إذا كان 0 > ى الدالة f‏ تقبل قيمة حدية }+ في الحالات المتبقية للتعرف على اتجاه تغير الدالة f‏ 
g(x)20 1 4а‏ و f(x)=-g(x)‏ اذا کان 0 > () ع 
-b . 4ac-b 2 22 ЕНЕ:‏ 
аш‏ سر کہ چوس @ 1( -4Ф(х+1)‏ ض D=[3;5] + f:x‏ 
х +ах+Ь 33‏ جے یر مر f '(x)=3x +a‏ من أجل كل × من Р(х) - 3:7 + 2-4 : D‏ 
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لأن: في المجال f ЕЗ‏ متزايدة تماما 
67 
f(x) <—‏ <7- 
Fa)‏ 
۱ لا 01۹۴ھ 
و في المجال f А‏ متناقصة تماما و جرک AS f(x)‏ 


42 1( 3- خر fix‏ ؛ [0:2]-2. 
الدالة f‏ متزايدة تماما على D‏ 

-3< (х) <1 : أي‎ f(0)<f(x)<f(2) وبالتالي‎ 

2 (8)/>(د)/> (2) f)‏ متزايدة تماما على (D‏ 

(D متناقصة تماما على‎ f) у(о)<у(х)</(0 (3 

(D متناقصة تماما على‎ f) у(1}</(х)</(-1) (4 

D=[-4;0] ؛‎ fix x? +4x+5 (1 

من أجل كل x‏ من (7: f'(x) =2x+4‏ 

-4 -2 o | 
5 5 
سے ہے‎ ١ 
I<f(x)<5 : لدینا‎ 


| x 


| Ло) 


Zef) ) ٠ > (2 


8 
2</(х)<7 (5: 2> ло) (4‏ 
1( ۲ ۲-518 ج۲ ۶ : Jf‏ 
من أجل کل x‏ من f'(x)=1-cosx: R‏ 
من أجل كل x‏ من f'(x)20: R‏ 
إذن الدالة f‏ متزايدة تماما على R‏ 
جدول تغیرات J‏ : 
+оо |‏ 0 م | 
2 معادلة (A)‏ هي : у=х‏ 
لدراسة (c, s‏ بالنسبة إلى (A)‏ ندرس إشارة 
x—sinx‏ و نجد : 
(C, tt (A)‏ في ]%+;0[ و (A)‏ أسفل ) (C,‏ في 
]0| و (А)‏ يقطع ( (C,‏ في مبدأ المعلم O‏ 


4x -1‏ 
45 1( کے fixe‏ 
من أجل کل x‏ من f'(x)= z =: R‏ 
(x +1)‏ 
الدالة f‏ متزايدة تماما على ]٥ہ+:0]‏ و متناقصة تماما 


على [0:-[. 


الدالة' f‏ تنعدم من أجل x -ANB‏ 
3 


جدول تغيرات الدالة f‏ هو: 


x | -3 x X, 5 


Р(х) 02 (5) 
a 


х=-1 أو‎ x=2 أو‎ х= 2 تنعدم من أجل‎ f АЫ 
و منه جدول تغيرات الدالة 27 هو‎ 


x, 2 5| 


کے ےہ 


| x | -3 -2 x, 1 


li x эы кА н 


+ في الحالات المتبقية للتعرف على اتجاه تغير الدالة g‏ 
نتبع نفس بالطريقة مع g(x)= f (x)‏ ذا كان 
0 )م د е(х)=-/()‏ با کن 0> (م)م 


3 3 2 
‚Т=|—;2|* f :x>2x - ر3‎ -1 (1 40 
Ё | 1 ( 


من اجل کل × من f'(x)=6x(x-1): I‏ 
الدالة گر متزايدة تماما على 7 و بالتالي 


-1< f(x)<3 أي‎ TORORO 


و بالتالي المعادلة f(x)=0‏ تقبل حلا وحيدا في 
المجال / 

-3х-2 (2‏ ر3 + رج رم ؛ [1;0-]=1 . 
الدالة f‏ متناقصة تماما على 7 و بالتالي 

-2< f (x)<5 أي‎ ۶)0( > (х) f (-1) 

المجال / 

٭ في الحالات الأخرى تنبع نفس الطريقة (إذا كانت f‏ 
متزايدة تماما على 7 فإنها تحافظ على الترتيب و إذا كانت 
متناقصة تماما على 7 فإنها لا تحافظ على الترتيب). 

تصويب : الدالة f‏ معرفة كما يلي: 

1 و[1;2-]=‎ fix х -5x +2 

من اجل کل × من 7 : Р(х) = 3х -10х+3‏ 

جدول تغيرات الدالة f‏ هو: 


2 


_ 7 


المعادلة 1= f (х)‏ تقبل حلين متمایزین على 1 


x -1 


بم | ره 


Jf G) 
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¿SO ЖЕК у еа ЕД 


6 

5 35 š ۹ г — مت‎ 
انطلاقا من الشرطین‎ f (x)= +۵ - 2 @ 
b54 و‎ a= 0558 ۶ (2)=-15 ۶)2( ۵ 


3+2х,. 9 
۸) 4 0 4 


لدينا 3- 22 (АМ)‏ هو مماس 
للمنحني ( (С,‏ في النقطة M‏ . 


3( معامل توجیه (АЕ)‏ هو ولدینا : 


2x‏ و 
- 3 إذن (AF)1(AM,)‏ 
وبالتالي А,‏ هي المسقط العمودي لِ F‏ على المماس 


(АМ,)‏ ولدينا А, H‏ یج إذن A‏ سمي إلى 


1 
x (2x, —3) = –] 
2x5 ( I ) 


اق EE‏ كا 
Е‏ 7 
/'(д)=8 @‏ إذن مماس منحني الدالة (T,) л f‏ 


-1 

016 م إذن مماس منحني الدالة g‏ هو (T,)‏ 

1 

جک کان = 
1( الرسم . А‏ 

>ы@‏ : مماسان ۔ 

у= 2ах-а? : (Т,)(2 

المعادلة 2— = a°‏ - 260 تعني 


а=1+/3 أو‎ a=1-.3 
р : معادلة المماس ( > ) هي‎ 
Шу=2(1-.8)х--4+248 


معادلة н‏ هي : 


جدول تغيرات f‏ هو: 
+оо‏ 0 


میں ۳ Te‏ 
5 
کے سے ات 
/(х) x +1‏ 
من أجل كل × من 18 : 0 > 4-(2) 7 
من جدول تغيرات f‏ ء لدينا 1- قيمة حدية صغرى ل f‏ 


و نستنتج أن : f (x)<4‏ > 1- 


Ло) 


(2 


х —00 +00 
О 2и 
x — 00 1 +оо 
АЕ رب‎ ٦ 


نكتب f (x)‏ بدون رمز القيمة المطلقة فنجد: 
f (x)=-h(x) : ۲ > 0‏ 
f (x)=h(x) :0 > ۲ >1‏ 
f(x)=8(x);x21‏ 
إذن الدالة f‏ متناقصة تماما على [0:-[ و متزايدة 
تماما على مه +:0]. 
نضع 4- 22 + Р(х) = х‏ 
من أجل كل x‏ من езт R‏ 


4 


X +00 


fœ) 


PNF 


على المجال [0:1] الدالة f‏ متزايدة تماما ء بما أن А‏ 
ينتمي إلى [1- :4-] فان المعادلة 2 Оё /(х)=‏ حلا 
وحيدا ,د حيث [0;1] € 
Д/(х)=х*—-3х* +3х-1 (1‏ 

(C)‏ يقبل مماسا عند كل نقطة oY‏ الدالة f‏ تقبل 
الاشتقاق على 8 . 
ө (2‏ المعادلة f'(x)=0‏ تقبل حلا مضاعفا 1= مد 

ө‏ التفسير البياني للنتيجة: المنحني (С,)‏ يقبل مماسا في 
النقطة ذات الفاصلة 1= дү‏ هو حامل محور الفواصل. 
3( نحل المعادلة (х=2) 3 (х=0) a f'(x)=3‏ 
و منه نقط المنحني ) (C,‏ التي يكون فيها معامل التوجيه 
يساوي 3 هي (1-:4)0 و B(2;1)‏ 
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P'(x)= 3(х— D («Ө‏ ومنه من أجل كل عدد 
حقيقي P'(x)> 0 X‏ إذن م متزايدة تماما Де‏ ومنه 


متزايدة على ] 
ب) لدينا 2,2 > x‏ > 2 بما أن م متزايدة تماما فإن 


-1 < Р(х) < -0,272: أي‎ P(2) < P(x) > P(2,2) 
. P(x)< -0,2 وبالتالي‎ 


2 أ) Р(х)<—0,2‏ معناه 


Р(х) -0,2‏ 
D 2‏ 
(x-2) (x-2)‏ 
من أجل كل عدد × من ]2,2 : 2[ ؛ 0 < (x-2)‏ 
0,2 
(x—2)‏ 
ومعناه XZ252-0,2<x<2+0.,2‏ ومنه : 
إذا كان ]2,2 : 2[ e‏ × فان ]2,2 : 2[ ں ]2 : 1,98[ € x‏ 
0,2 
(x— 2)‏ 
وبالتالي نكتفي بأخذ 0,2 = a‏ 
ت) تصحيح : f(x)<-M‏ عوضا 1-< Р(х)‏ 


22 > CM بنفس الطريقة‎ 
(x-2) 


. x€ [2— 229 نا‎ 22+ O2 
| М | М 


لأنه 


× #2 э(х—2) > 0.04 تكافئ‎ - 


ب) 5- > 


وهذا يعني أن 5- > - ومنه 5 > .f (x)‏ 


- تكافئ 


ذا كان 5< M‏ فان 0,2 > 02( وبالتالي نكتفي بأخذ 
Ў I M‏ 


b = 0,2‏ ولدينا : إذا كان = +2 ;2 xe‏ فان 
M M‏ 

Я 0,2 0,2 
анаа هزم‎ ор оо 


. 0,2 
А f(x)< M و‎ (2) 
>[2:5[ کل‎ E 
(x-2) 
7 لدينا : 0 < (ر)'‎ 
1 | 2 3 5 
f'(x) + 0 +4 
f (x) К 6,88 
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النهايات 
السلوك التقاربي لمنحن 


الكفاءات المستهدفة | 


حساب نهاية دالة عندما يؤول ‏ إلى ×أو إلى +оо‏ أو إلى —. 

معرفة نهاية دالة عندما يؤول x‏ إلى بأو إلى +оо‏ أو إلى ه-. 

حساب نهاية دالة ناطقة عند عدد q‏ حيث q‏ حد لمجموعة تعريف هذه الدالة. 

التفسير البياني لنهاية غير منتهية АМЫ‏ عندما يؤول x‏ إلى ×. 

معرفة شرط وجود مستقيم مقارب يوازي أحد محوري المعلم. 

تبرير أن مستقيما معلوما هو مستقيم مقارب.البحث عن مستقيم مقارب مائل. 

استعمال النظريات الأولية( المجموع. الجداء» المقلوب و حاصل القسمة) لحساب نهايات. 
حساب نهايات بإزالة عدم التعيين. 


٭ بعد تقديم دراسة نهايات دالة عند أطراف مجموعة تعريفها يبقى الهدف الأساسي من 
هذا الفصل إتمام تكوين المتعلم و جعله أكثر استقلالية فيما يخص الدراسة التامة لدالة 


انطلاقا من عبارتها الجبرية ثم تمثيلها بيانيا و ذلك من خلال دراسة الدوال 
۰ البرنامج و هي الدوال کثیرات الحدود و الدوال الناطق 2 
البسيطة. 

٭ يتم كذلك في هذا الفصل دراسة السلوك التقاربي لمنحني دالة من خلال تعيين 
المستقيمات المقاربة له ( إن وجدت ) و الموازية لمحور الفواصل أو محور التراتيب 
٤‏ النهایات و کذلك تعیین المستقیم المقارب المائل ( ان وجد ) |ما 
nm nm‏ اف pu man‏ 
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النشاط 3 ۰ 

الهدف :نهاية غير منتهية عند مالانهاية. 

3( نلاحظ أن k (х)‏ تأخذ قیما كبيرة جدا أكثر فأكثر كلما 
اقترب پر من العدد 1. 

4( 4< ”× يعني <А‏ × أو 4ہ < ×. و بالتالي 


يكفي МА з‏ = . 
النشاط 4 ۰ 
الهدف : نهاية منتهية عند مالانهاية. 
.b=1 sa=2 (1‏ 
2( 
+оо‏ 0 مه x‏ 
h'(x) - 3‏ 
h(x) k (١‏ 
3( 
x -10 | 7 -107 —10”‏ 
h(x) | 1.9 | 1.999 | 1.999999 | 1.9...‏ 
х 10 | 10? 10 107‏ 
h(x) | 21 | 2.001 | 2.00001 | 2.00...‏ 
4( نلاحظ أنه كلما أخذت | ×| قيما كبيرة أكثر فأكثر فإن 


h (x (‏ تقترب من العدد2. 


5( بفرض *10< x‏ یکون * 10 > > 0 و بالتالي: 
x‏ 
dz 2+7‏ ویج 
x‏ 


.B 1 aby T يعني‎ 2<h(x)<2+e (6 


6 4 
النشاط 5 ۰ 
الهدف : نهاية منتهية عند عدد. 
1( 
x 1.997 1.998 1.999‏ 
f(x) | 2.997 2.998 2.999‏ 
x 2.001 2.002 2.003‏ 
f(x) | 3.001 3.002 | 3.003‏ 
2 نلاحظ: كلما اقترب × من 2 إلا و اقترب ( ×) f‏ من 3 


3( من أجل 2 ع f ) (< +1 x‏ 
(х)-3|<е (4‏ |<0 يعني —2|<е‏ |<0 و بالتالي 
يكفي أخذ » > ,0. 


الأنشطة 


۰ 1 النشاط‎ 
الهدف : نهاية غير منتهية لدالة عند عدد.‎ 
(1 
x —00 3 +оо 
f(z) с 1 
f (x) ы, 
(2 
x 2.9 2.99 | 2.999 | 2.9999 


fx) | 10? 10° 105 10 


x 3.0001 3.01 3.1 


ШО 10 105 10° 102 


3) كلما اقترب x‏ من 3 الا و أخذ ( f (x‏ قيما كبيرة جدا. 
4( أخذنا متلا 3+10 > م > 3 فان 


2 1 
0<(x -3( <10°‏ و منه *10< 
(x -3) ( )‏ 
5( إذا كان سب +3 > دس 3 مع 3 عد x‏ فان 
|x E‏ < 0 ومنه > (3- (х‏ > 0 و بالتالي 
f (х)>А‏ 
النشاط 2 : 
الهدف : نهاية غير منتهية لدالة عند عدد من اليمين(اليسار). 
1( 
x 0 1 +оо‏ 
g'(x) І -‏ 
(х) k. ==‏ 8 
2( 
х 0.9 0.99 | 9 0.9999‏ 
g (x) -10 -100 | -1000 | —10°‏ 
x 1.0001 | 1.001 1.01 1.1‏ 
в(х) | 10° | 1000 100 | 10‏ 


3( كلما اقترب x‏ من 1 فان |( (x‏ /| تأخذ قيما كبيرة أكثر 
فأكثر. 

4( بفرض 1+10< × > 1 يكون" 1>10- > 0 
ومنه 10<()ع. 

5 يكفي تعویض. في البرهان السابق» "10 ب ‚А‏ 
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دراسة دالة تناظرية: 
الهدف: التعرف على منحني دالة تناظرية و خواصه 
التعريف: إذا كان 0 - c‏ و0 عد 7 فان АЉАБ f‏ 


الأعمال الموجهة 


دراسة دالة كثير حدود من الدرجة الثالثة- 


الهدف: التعرف على خواص دالة كثير حدود من الدرجة3 h‏ كان 0 ت ай ъс‏ فان کر دالة ثابتة 


limf (x)=limx`[1—3/x2+1/x`) المثال:‎ 
D, = مك ں لكيه‎ х эо ( ) хо | ) ڪڪ‎ 
- رجا‎ C x مع‎ 1 +1 +оо 
المثال:‎ | f'(x) 0 - 0 + 


D, آ٭+1[نا]ھ[>‎ 


+ 
Ñ 3 +оо 
Eres (| ی سس‎ Z 
x 0 1 جا‎ 55 Ў 
نے‎ - - (А):у =—3х +1 
2 +оо 

|У (х)-(-3х +1) |= х? 

f) k. e 2 Е 

y=2 sx =1 المستقيمان المقاربان:‎ f (x)-y 3 0 + 


اسک( يعني 20 ۶ آأو 22 . 


قواعد تغییر المعلم: 1+ ×= x‏ و 2+ y =Y‏ 
معادلة ( (C,‏ بالنسبة إلى المعلم a(i)‏ ل۔۔ ا 


مركز التناظر هي النقطة (0.5:0.5-) 
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قواعد تغيير المعلم: ×= پر و1+ y =Y‏ 
النقطة (0,1) 42 مركز تناظر للمنحني ( (С,‏ 
f (0.3)xf )0.4( > 0 оов‏ 

3 و 0.4 هما قيمتان مقربتان للعدد بم . 
لدينا: 0 > (1.6) f (1.5)xf‏ و بالتالي 


6 > 6 > 1.5. 1.5 قيمة مقربة إلى0.1 بالنقصان ل 6 . 


مركز التناظر هي النقطة (2-,1-) 


+ co (6 - о (5 ف‎ 
„Уз (2 . 0 (1 
.+ co (4 3 (3 


lim f(x)= =+% ‹ lim (х) = ہ-‎ (2 
x >? یچ‎ 
lim f(x)=+% ‹ lim Р(х) = مب‎ (3 


+ œ (4 
lim (x)= +e ‹ lim (х) = –әо (5 


lim f(x)= + « lim (х) = مب‎ (6 


lim х) = + , lim (х) + (1 @ 
lim f(x)= مد‎ , lim (х) = مب‎ (2 
lim f(x)=-% , lim (х) = مب‎ (3 
lim (х) = مد‎ , lim (х) = +0 (4 
lim f(x و‎ lin f(x) = - (5 


lim f(x)= —o , lim f(x)= + (6 


lim f(x)=0 , طز‎ f(x)=0 (1 20 
lim f(x)=+% , lim f(x) = + (2 

lim f(x)=0 , іт f(x)=0 (3 
lim f(x)=-2 , lim f(x)=—2 (4 


lim g(x)=-o , مب(‎ @ 
lim (f(x)+ مد = ((×)و‎ 
lim g(x)=—o , lim f(x) = ممد‎ 


lim (f(x)+ 9(x))=3 j 
аа 

lim (+ g(x))= = 5 
لعفا‎ 


lim (t(x)+ g(x))= مب‎ 
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D, =% 10 
lim f(x)=-o , lim f(x)=1 
D, - ۳ 
lim f(x)=2 , lim f(x)=2 


lim (х) = о, lim f(x)= +> 


D, =|-2 [Ë h, +| 12 


limt(x)=2‏ , كك كر 


lim f(x)=+%, lim (х) = 6 


< > 


@ سی 
lim g(x)= -0‏ و lim К(х)=+®‏ 


المنحنى الأول يمثل الدالة А‏ 


المنحنى الثاني يمثل الدالة „К‏ 
المنحنی الثالث يمثل الدالة و. 


المنحنی الرابع يمثل الدالة ۶. 
aL 14‏ 12 
о (4 + о (3‏ - 

.9 (2 9 (1 
+ о (4 + о (3 15 


аз 02 00 @ 


منحنى f‏ يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 


lim g(x)=0 , lim f(x)=+» ھا‎ 
مدجير مدجير‎ (1 
lim f(x)= +% (1 @ 


im (f(x)x< g(x)) = +0 


منحنی ‏ لا يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 
2( مب lim f(x)=‏ 

منحنی f‏ لا يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 
3) لا يمكن حساب النهاية. 
lim f(x)=1 (4‏ 

منحنى ۴ يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 
(Б‏ يمكن حساب النهاية. 

lim f(x)=— (6 

منحنى / لا يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 
lim f(x)=0 (7‏ 

منحنى f‏ يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 
lim {(х)=-= (8‏ 

منحنى f‏ لا يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 
lim f(x) = + (9‏ 

منحنی 7 لا يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 
lim f(x)=— (10‏ 

منحنى / لا يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 


Im (x)= ( 26‏ , سد رط 


منحنی f‏ یقبل مقارب فا لمحور التراتيب. 
lim f(x)=+% (2‏ 

منحنی f‏ يقبل مقارب موازي لمحور التراتيب. 
lim (х) = + (3‏ 

منحنى f‏ يقبل مقارب موازي لمحور التراتيب. 
4( مب limf(x)=‏ 

منحنی f‏ يقبل مقارب موازي لمحور التراتيب. 
Im f(x)= + (5‏ هت( ойт‏ 

منحنی f‏ يقبل مقارب مرا لمحور التراتيب. 

limf(x)= 0 (6 

منحنى / لا يقبل مقارب موازي لمحور التراتيب. 

lim f(x)= +> (7 


منحنی f‏ يقبل مقارب موازي لمحور التراتيب. 
[1m t(x)=-% , dim (0х) = +e (8‏ 


E E A 
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lim 9(х) = +оо , lim f(x)=0 


2 
lim (f(x)xg(x))=0 ( 
lim g(x)=0 , lim f(x) = معد‎ 
X—> +0 مدجير‎ (3 


lim (f(x)x g(x)) =2 


іт g(x)=0 , lim (х) = مب‎ 


. f(x) (1 
lim (=+ о 
جس‎ 1 

lim g(x)=0 , lim f(x)=0 

. f(x) (2 
lim (————)=0 

۶1 

lim g(x)=0 , lim f(x)=0 

f(x) (3 

А Ж] уе 2چ‎ 


«۲-۱ 0 © 

منحنى f‏ يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 
lim f(x)=+% 2‏ 

منحنى / لا يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 
lim х) = — (3‏ 

منحنى f‏ لا يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 
lim f(x)=-3 (4‏ 

منحنى f‏ يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 
lim f(x)=0 (5‏ 

منحنى f‏ يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 
lim f(x)=-3 (6‏ 

منحنی f‏ يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 
lim f(x)=0 (7‏ 

منحنى f‏ يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 
lim f(x)=-2 (8‏ 

منحنی / يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 
lim f(x)=+% (9‏ 


منحنى f‏ لا يقبل مقارب موازي لمحور الفواصل. 


lim (х) = -4 (10 


lim #(х)=1, lim f(x)=1 (1 27‏ 
منحنى f‏ يقبل مقارب موازي لمحور التراتيب. 1 
lim f(x)=2 , lim f(x)= 2 (2‏ 1 \ 
منحنی f‏ يقبل مقارب موازي لمحور التراتيب. 
lim f(x)= -2 , lim f(x)=-2 (3‏ \ 
منحنی f‏ يقبل مقارب موازي لمحور التراتيب. 2 
lim f(x)= , lim f(x)=0 (4‏ / 
منحنی f‏ يقبل مقارب موازي لمحور التراتيب. 7 
i lim f(x)= 0 , lim f(x)=0 (5‏ ا 
منحنى f‏ يقبل مقارب موازي لمحور التراتيب. 3( 


y 
6 
/ \ ñ 
| | 
م | ك | 2- | و‎ x | 
1 \ 1 | 
/ \ 
/ \ И 
| al J 


y 
MEI ГГ 
i \ 
7 \ 
Ыш, \ 
| \ 
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chi (Су)‏ مستقيمين مقاربين معادلتيهما 
Х=0‏ و .y=0‏ 


اولا نغیر رمز ДЫШ‏ لیصبح مثلا 0 ثم бб‏ 
طريقة تغيير المعلم:بحيث نكتب معادلة Х=0 (Ci)‏ و ‚у=1‏ 
في المعلم 5Ј)‏ از ) و تصبح. 5( 

Y=y+1 و‎ Х=х+0 حيث:‎ F(X)=X-X 
دالة فردية‎ F و في الأخير نثبت أن‎ 


у=2 و‎ 22۵ 


(Су)‏ يقبل مستقیمین مقاربین معادلتیهما 
فس الطريقة السابقة Х=2‏ و у=0‏ 
شات ز z) \ Yan‏ د 
إثبات المركز يتم بنفس الطر © a‏ 


EE 
+ 1 7 
f(x) 


۵0 
x ا‎ a مب‎ 
+L + 


А بماأن:‎ 
lim (f(x)-y)=0 ء‎ lim(f(x)-y)=0 E 
2 لتيهما ۳ ا سے‎ s تفیمبن‎ q hz 
„РАМЫ مستقيم مقارب لمنحنى‎ (A) و فان:‎ л, 
(2 | 1 


تستخدم الآلة الحاسبة البيانية للتحقق من النتائج. 


2 عو کہ s‏ 
۶ ف26 


نفس الطريقة لإثبات المقارب المائل. 


المنحنى الأول يمثل الدالة /. 
المنحنى الثاني Jiu‏ الدالة 56 
المنحنی الثالث يمثل الدالة h‏ 
المنحنى الرابع يمثل „КАЛЫМ‏ 
المنحنى الخامس يمثل الدالة /. 
المنحنی السادس يمثل الدالة „т‏ 


© ىر 2( 0 8 5- 


1 
126 46 0 


lim (х) = +, lim f(x)=-% (7 


1 
— (9 8 
TE ( 
4 j lim f(x)=—% , lim х) = + (10 
| йт f(x)= о, lim f(x)=— (11 
| 
tld 7/1 |: to -o2 0@ 
3 
-1 06 -=(6 04 
4 38 " 
] 3 
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الأجزاء 3( (á‏ 5( 6( 7( يتم الإجابة عليها بنفس 
الطريقة. 


Л) لیکن × عدد حقيقي من‎ (1 
f(x)= /х +3 -4x /х+3 +x 
x +3 + Jx 
3 


Уаз +x 


2( لدينا من أجل كل عدد حقيقي X‏ من : 


= و‎ /x+3 + Jx АМУ (1) 
x +3 راید‎ > ра له و‎ «+3 < 0 
أي‎ 
الك کے‎ ЖИНИ (2) 
)عله‎ +3 + /x Ух 


من )1( و )2( نستنتج أنه من أجل كل عدد حقيقي X‏ 
من م O<f(x)<—=‏ 
x‏ 


7 
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\ 0 
y (4 
1 

0 x 

3 


20 لدينا من أجل كل عدد حقيقي × من‎ (1O 
-1 > 6/0۲ < +1 


x -1 > ٹر‎ + 6/۳0۲ > X +1 


بالق وع X‏ نجد: 
ы‏ 2 
x xX? +1‏ 
— >( رمم > 1 
2( بماآن: 
sS]‏ ہا С‏ 
lim = +оо‏ و lim = +оо‏ 
X—> +0 X X—>+0 x‏ 


lim f(x)= +оо فان:‎ 
ممدجير‎ 


0 /)( > 2 9 
Хх 


т 2—0 لأن:‎ Jim f(x)=0 
×+ | 


لا يمكن حساب النهاية لما × يؤول الى 00+„ 
x‏ 

<f(x)< 2 

(0) х? +3 ( 


oY іт f(x)= 0 


X +3 


= 0 


lim — , lim 
хэ+о X 13 مدجير‎ х? +3 
(4 بنفس الطريقة یتم الإجابة على 3( و‎ 


8 1) بمان: 3= lim f(x)‏ ء lim f(x)=3‏ 
فان (Cr)‏ يقبل مستقيم مقارب معدلته ‚у=3‏ 
2( حسب اشارة الفرق Д(х) — y‏ 


لما oof‏ + , 1[ »فان (С)‏ بق ع أعلى (D)‏ 
لما ]1 , xe]-oo‏ فان (Ci)‏ یف عآسفل (О)‏ 


b=3 (1‏ , 2حج. 
إجابة السؤالين 2( و 3) مثل التمرين 43 . 


45 1( بماأن: 
lim f(x)— y =‏ و 0= lim f(x)-y‏ 
فإن: (C)‏ يقبل (Л)‏ كمستقيم مقارب . 
2 دراسة إشارة الفرق: х) — y‏ 
a=2 , b=6 , c=17 ( 1‏ 
نفس الطرق السابقة للاجابة علی 2) 


® 1( ) الدالة ۵ هي التي توفر الشروط السابقة. 
2( لا يمكن تعيين قيمة а‏ من أجل х=1‏ 
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š‏ 3 ےھ ہے 
3( بماآن: 0 = — Jim‏ فان: 
( 0 


×+ 


lim f(x)=0 


© 


x 10] 10°] 10” 
fx) 1,01 1 1 
x 10 10°°| 10” 
f(x) 1 1 1 


2( لدينا من أجل العدد الحقيقي X‏ الموجب تماما: 


1 +22 + > ب ير ب تير و X SX +X+1‏ 


gÍ 
تير > تير‎ +X+1 < (X+1) 
و منه:‎ 


1 + ير > 1+ ير + Nx”‏ > ير 


3( لدينا من أجل العدد الحقيقي X‏ الموجب تماما: 


1 + ير > 1+ يعر + بريه > ير 


بحساب مقلوب العبارة نجد. 


1 1 1 
سے < 


иаа‏ == ا کے 

Xx + 1 x” + ير‎ + 1 x 

بضرب النتيجة ب /ه + × مع التبسيط نجد: 
+1 > ربرمم < l‏ 


1 
X +1 5 )يه‎ 


4( بماأن: 


їт1+—==1эїт1-——=1 
ممدجير “أيه ممدجير‎ 1 + x 


lim f(x)=1 فان:‎ 


® لدینا من أجل العدد الحقيقي × من D‏ 
—1<sinx<+I‏ 


2<3+sinx > 4‏ 
بالقسمة على X‏ نجد: 


E 
X X 
بماآن:‎ (2 


laa 


X—+o Х X—+o x 


lim f(x)= 0 فإن:‎ 


КАМ )‏ هي التي تمثيلها البياني(0) . 
(С,)с(а)={}‏ 6 النقطتان المتناظرتان بالنسبة للنقطة S‏ هما 


(2, -6( و‎ )4 , 0( | 
(С,)с\(хх'/ ( = I-50) (2 


"= IS 
y=x-2 المستقيم المقارب المائل معادلته‎ 9 
х=-2 المستقيم المقارب العمودي معادلته‎ 

.(CJ^(Co)={(3,-9)} 2 


ESEE سبق اتطرق الی‎ 2 
А Н | 
Д | 


а 
| 
ها‎ | 
5 \ | 
= : 
مقا‎ 
| L+ 


x 0 0 +оо 
x 
x 
الوضعية‎ Co) ( 
Pes 0 تحت المستقيم‎ 


(CJ^(Co)={(-1,-4) ,(1,4)) (4 >‏ 
بل 62 1( سبق كيفية إثبات وجود مستقيم مقارب مائل 


-B -2 -1.0 =‏ 4- و د راسة الوضعية النسبية. 
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۱ 


3( لما Yme]-1,1[‏ يوجد حلول. 
لما m=-1‏ حل مضاعف 1۔×. 
لما m=1‏ حل مضاعف 1--×. 
لما me]-co,-1[C]1,+oo[‏ یوجد حلين. 


(=m) (4 


5( المماس يوازي محور الفواصل معناہ: 
f” (xo)=0‏ و ш‏ 
B(1 , -1)‏ ,)3 ,461 
86 و | في استقامية colina‏ 


> > 
АВ, АІ‏ متوازيان. و هذا محقق. 


53 1( لیکن хер‏ و (اع-: 
f )-×( = Р(х)‏ إذن 1 زوجية. 


АМАА) (5‏ ممثلة بالدالة و و تكون لها قيمة 


3( معادلة المستقيم المقارب هي: 0=×. (AM1)‏ إدا كان جداء معاملي توجيههما يساوي 
4( ل = MN‏ اوا ا إت 

4 кс 

lim MN =0 , lim MN = 0‏ ۔ نفس الشئ بالنسبة للحالة الثانية. 


. (P) يقع أعلى‎ (C) (5 
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aka КЕТ‏ كبام 
® ب دب لا = ریم 
250010 

X X 
(х) |< و منه:‎ 

x 


lim ))×( >1 فن:‎ im =0 بماأن:‎ (2 


X—> +0 


lim f(x)=—% , lim f(x)=+% (1 64 
:× من أجل نل عدد حقيقي‎ (2 
f'(x)= xX” -x-2 
Р فإن:0<(»)‎ хє]-®,-1[Л2,+се[ لما‎ 
Ё'(х)<0 فان:‎ xe]-1,2[ لما‎ 
(3 


4) تم التطرق لإثبات مركز التناظر. 
5( للمعادلة f(x)=0‏ ثلاث حلول هي 


1+8 _ تج 1 
2 


| 
| 
| 


7( سبق التعرض لمثل هدا السوال. 


® 1( نلاحظ أنه من أجل كل зе‏ حقيقي : 
7ء - و Ң-х)=-Ңх)‏ ادن f‏ فردية. 
2-6 + لا = {х+2п)‏ 


(х+4т)=х+4лт-5пх (2 
f(x + К2п) = x+ 27۲ - sin x 


y 
EN | а 
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С и хни 


D=9% (1‏ 
2( انطلاقا من 1+ < cos x‏ >1- يمكن حصر 
fO)‏ الإحابة على السؤال 3). 


y2, х=1 8‏ ور 
2( يتم الرسم. 


= ۷ {1} (1 58 


lim Р(Х) = +оо, lim (х)=—® 
ии — / (2 
limf(x) = -0 
معادلة المقارب العمودي.‎ x= 1 ب|‎ 
X?1 تصحيح:‎ (3 
--1 , b=0 , c=-2 
y=x- معادلة المقارب المائل هي.1‎ (4 
(С)с(а)={(0 , 1(,)2 , 3)} (5 


ф(һ)=һ + 3h + 1 — 59 
limf(x)= limh(x)= 1 


60 تصحيح: المقام هو: 2+ 
1( 


lim (х) = о, lim (х) = +0 


а=2 , b=-1 , с=3 (2 
у=2х – 1 (3 

4( يمكن التحقق من دلك. 

5) يتم دراسة الوضعية كما سبق. 


а=1 [ж sa رات‎ 
х=1 5 х=-1 š y= =х 
Шым О: у 


lim f(x)=2, їтї(х)=2 (1 @ 
يقبل مستقيم مقارب معادلتھ:2ے/ر‎ (С) 
-2 , b=-3 , c=1 / (2 


МЕГ 


تسم 


من أجل كل عدد حقيقي X‏ لدينا: 
2 >2 >0 و faia‏ متزايدة على R‏ 
—1<-—sinx<1‏ 


@( 0291-11 
5( کل کے (x)=‏ 


Рүх)=х(х-3)(х2+3х+6) 


x (4‏ + 1> 5/0 ۰ > 1-ير 
x—1<f(x)<l+x‏ 


5( لدينا: 
X-1> A‏ و fíx)>x—-1‏ 
إدن: 290-0٤ ,0 f(x)> А‏ 7 
حسب تعريف النهاية لما X‏ يؤول إلى +оо‏ لما тт oli хє[0,+о]‏ 
فإن: lim f(x)= +оо‏ 7 
ور کو لما хє]-о,0]‏ فان —— = х)‏ 
1-х М‏ 
f 2 N‏ دالة فردية. 
lim f(x)=1 (3 3‏ 
хє[0, +1 LJ (4 1‏ فان 
f(x a -5 -4 -8 -210 х‏ 
(к= пу 2‏ 
І‏ 5 لا іт, 020 - lim‏ 
І‏ مت وت | 


о х Ue Шә | П+оо 
X-C : sà aliall تصحيح:‎ 66 


1( معادلة المستقيم المقارب р» хеста‏ 


و عليه .C=1‏ 1 
2( لدينا: > - (۶)3 و منه5-بو6. f(x)‏ 
f”(3)=0 :ш2 (3‏ و منه: .4a-b=0‏ 


1 2 
(х)=&х+—— (4 
у (5 (x) لیر‎ x-1 2 
1 ير‎ е (D) el بقع‎ (Ci) (5 
-2 1 0 и 
2 \ 
: \ 2 
2 4 7 в t 
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6) لما 2у20‏ لے وس 
1-y‏ 


۲ ‚у<0 لما‎ 
1+7 


7( الحل الوحید على R‏ للمعدلة f(x)=y‏ هو 
شیب پر 
1-۷۱ 
(I‏ 1( )1,1-{-05=91 


2( لما [0, 1۔[ں]1-, مم۔ڑےپرفان: = (×)9 
1+X‏ 


لما إمه+, 1[ل]1, 0]ء × فان: ;== g(x)‏ 


lim g(x)=+% (3 


| 2 

2 

من أجل كل عدد حقيقي X‏ من المجال ]1 ء 1-[: 

(f° 0)(х) = х 

6( نستنتج أن ١‏ لمنحنيين متناظرين بالنسبة 
إلى (D)‏ . 
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المتتاليات العددبة 
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су, = 12400 «v, = v, +1200 =11200 (1. B 
«v = 16000 ‹ у; = 14800 «v, = 13600 
‚у, = 17200 

У = ۷, +1200 (2 

3( العقد الأول (مرتب (и‏ أكثر فائدة 

الأعمال الموجهة 

الهدف : استغلال الوسط الحيابي لاختصار الحسابات: 
1) نعلم أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

Up =1, +7‏ و منه Р‏ لاک H,‏ 
و بالتالي Uny Ид = 2и,‏ ( الجمع طرف بطرف (. 
2 نفس الطريقة a+c=2b‏ 
тит‏ ناما سد ipa‏ 
ومنه ‚с=8 за=2‏ 

أو .c=2 sa=8‏ 
الهدف : استغلال الوسط الهندسي لاختصار الحسابات: 
1) نعلم أنه من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم 

и 214,1۲ و من‎ U, =U, xr 
( — الضرب طرف‎ ( Uny ХИ =u; و بالتالي‎ 
ac=b° نفس الطريقة‎ 2 

بتطبيق الوسط الهندسي نجد 6 b=‏ . 
ومنه 0-2 و 0-18 . 

.c=2 за=18 3‏ 
نهاية مجموع حدود متتالية هندسية: 
را ...+ FU,‏ ولا ح S,‏ 
=u, 4-0 (1‏ رگ و =u,‏ رک lim‏ 


S, = (п+1)и أي‎ S, =u, + ولا+....+ ولا‎ 0-1 (2 


و منه لذا كان 0< um‏ فان += lim S,‏ 


ممدج ور 
إذا كان 0 > u,‏ فان —= lim S,‏ 
مد ور 
J= n+l‏ 
3( ۶0 4 و ۶1 . S, = u‏ 


lim رک‎ =+o u <0 و‎ <1 


lim S, 2-0 u <0 sq <1 
lim 94" - 0 لان‎ lim S, ==> -1> >1 
n+ n+% -q 


1-> ي نهاية S,‏ غير موجودة 


الحالة q=0‏ غير واردة 


الانشطة 
نشاط 1 : 
الهدف : تعریف متتالية بحدها العام . 
u, =6x5=30 ۰ u, =5х5 - 5‏ « 
s u =8х5=40: u, - 725 -5‏ 
u =18x5 = 0‏ ۰ 600 = 5» 120 = ودرا 
و 5 < ہلاء 
نشاط 2 : 
الهدف : تعریف متتالية بعلاقة تراجعية . 
и, =15 ‹и, =10 (1‏ 21= ہی 28= ہی 
иі =U, +n-1 (2‏ 
из = и, +8+9+10+11+12 = 28 + 50 = 78 (3‏ 
نشاط 3 : 
الهدف : حساب الحدود باستعمال العلاقة التراجعية . 
и =5 u =1 . u, =u +4 (1‏ 


. u, = 714029 ۰ u, = 885 ۰ и, = 29 


=u, +4 (2‏ لا 
" نشاط 4 : 
الهدف : تمثيل الحدود واتجاه تغير متتالية . 
1)الرسم و تہ у‏ 


إحداثيات نقطتا التقاطع هي : / مو t‏ سنہ 
(1:2) ؛ (0:1) 
2( في المعلم(:۷:7)) 


ес y= x : (С,) 
о у= х: (A) 
` Ka. f (ох) = x° ومنه‎ 


9( لدینا u, = f (u,‏ 
ومنه ترتيب ۸ هو u‏ هو 
كذلك ترتيب 8 وبما أن 


4( بما أن [0:1] и e‏ فان كل الحدود и‏ تنتمي إلى [0:1] 
ومنه : 1 > u <и,‏ > 0 وبالتالي <и,‏ ,ى إذن الدالة u‏ 
متناقصة تماما . بینما الدالة f‏ متزايدة تماما على [0:1] 
" نشاط 5 : 

الهدف : المقارنة بين متتالية حسابية ومتتالية هندسية. 
24 11000= باس + ç u,=12100 > u, =u‏ 


u =16105,1 + и, =14641: и, =13310 
‚ и, =17715,61‹ 


и =1,1и„ (2 
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على المجال ]0,2[ 2>> Ох-х‏ 

(3 
| x - co 0 +оо 
+ оо + оо 


5)الرسم يوحي باتجاه تغيرات المتتالية و هي متناقصة 


M, 

من السؤالين الأول و الثاني نستنتج أن المتتالية (и,)‏ 
متناقصة على ط .. 

من دراسة الدالة f‏ يتبين أن (u)‏ و f‏ لیس لهما نفس 
اتجاه التغير . 

الجزء الثاني : 4 - 4 . 


x>2 (1‏ ومنه 4< 7 و منه 52222 


1 
–и, = и? - 10, (6 
2 


أي 2 < fO)‏ 
بما آن 2< иу‏ فان 2< 1ا و منه 2 < u,‏ وهکذا حتی 
u, >2‏ 
2( 
عد اولك عن 
2 
1 
=—u (и – 2‏ 
га (и, 2)‏ 


و منه نستنتج أن (и)‏ متزايدة على ط . 
الجزء الثالث : نفرض 2 - a‏ . 


. /)2( - 24-2 (1 


2( من أجل كل عدد طبيعي п‏ : 
(и)‏ ثابتة على ط 


من أجل 2= يم : 1- 4 


. lim S, = +оо 35, = 3(п +1) و‎ 


n—> +0 


lim S, =+ 4>1 : 0>» >2 من أجل‎ 


п-›+ю 


من أجل -2<«a<0‏ 1-<4 نهاية ,5 غير موجودة 


من أجل 2-> س أو 2 <۵: 1 > 1>4- 


متتالية غير رتيبة: 
n+1 u, =( 2 ( 2) 0‏ 


n1 يلاح‎ =(—2) (-2)-(-2)" 


2 إذا كان ن زوجي 0 > u,a и,‏ 
إذا كان ن فردي 0< или,‏ 
(и,) (3‏ ليست رتيبة 


. ۳4 < 


من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم П‏ 


эз 


و الاشارة ليست ثابتة ء إذا (и)‏ ليست رتيبة 
دراسة متتالية تراجعية: 
(a eR)u, =a‏ و من أجل كل عدد طبيعي n‏ : 


1, 
-Uny —u, 
2 
a=— : الجزء الأول‎ 
(1 
х [-© 0 2 +c | 
2 
57 + 0 - 0 + 


2 على المجال ] 0,2[ 


1 
0 >-2رح ومنه 
2 


على المجال ] 0,2[ таба‏ و بالتالي 
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معدومة وهي هندسية أساسها أي عدد حقيقي إذن صحيح . 
Ш‏ لأنه لا يمكن الحكم على (у)‏ أنها هندسية من 
الحدين y. уу‏ فقط . 
5160 203 +...+3+7+11+15 
هو مجموع حدود متتابعة لمتتالية حسابية ) (и,‏ معرفة على 
N‏ ب :3+ 1ر4 = и,‏ إذن 3 = и‏ 2031 = ,ا ومنه : 
51 . ۲ 
+и») = 51х103 = 5253‏ ×2 إذن الاجابة خاطأ 
e‏ 263 = 128+...+4+8+ 1+2 هو مجموع حدود 
متتابعة لمتتالية هندسية ( (y,‏ معرفة على N‏ ب : "2 = v,‏ 
إذن 1= ره »2128 27 = زوا ومنه 
ый i‏ 
ПЕ ae‏ 
lim u, = lim f (x) = о @‏ وبالتالي 
الإقتراحين الأول والثاني خاطئین . 
3 
لدينا E:‏ اخرلا م ريد M, U,‏ 


الفرق и, - u,‏ ليس تابثا إذن ( (u,‏ ليست حسابية . 


у, = 255‏ إذن الإجابة خاطا . 


го) -‏ من أجل كل x‏ موجبء 0 < f '(x)‏ إذن 


f‏ متناقصة ومنه ( (и,‏ متناقصة والإقتراح 4 صحيح 


317 57 9 
u = سس‎ ¢ u = —— ¢ = — 
؟‎ 35 ° 50 ' 5 15 
дао یٰ۹‎ 200 
и, 855 u, 0 


и, - U, = -0.3 + и, —u, = -0.66‏ ليست حسابية 


n—+oo пЭ+о ү 


lim u, = lim 1.2) = 0‏ وبالتالي الاقتراحات 
الأول والثاني والرابع خاطئة . بينما الاقتراح الثالث صحيح 


۴ 4+ ا ии‏ إذن من أجل كل عدد 


71 


п+1 5\5 

طبيعي غير معدوم и-и, > 0 : n‏ ومنه المتتالية 
од‏ رت رنه 

لدينا 2 > 1> 2- ومنه —<—<—— إذن 
n n n 16‏ 
(КО : 2 1 2‏ 
—+4<—+4< -- 4 ء إذن يمكن أخذ- + 4 = u,‏ 
n n n n‏ 


الاقتراحان الأول والتاني خطنان . 


2 D 
: من أجل كل عدد طبيعي غير معدوم ور : 4 > = ومنه‎ 
n 


تمارين 
@ الحد الأول للمتتالية ( (и,‏ المعرفة من أجل كل عدد 
1-и? ..‏ 
طبيعي n‏ بالعلاقة —= u,‏ » هو 1= را ومنه 


1+7 
لحد الخامس هو لت - u,‏ 20 ۳ءیھ+) 
® صحیح المتتالیة متزايدة .لأن من أجل كل عدد طبيعي 

U, и, =(п+1)х2""“—пх2” =2" (n +2): 
ити, < 0 ومنه‎ 

: من أجل كل عدد طبيعي ور‎ ОУ صحيح‎ O 
إذن‎ ии, < 0 : Ази, и, = 2п +1 
. متزايدة تماما إذن هي رتيبة‎ (u, ( المتتالية‎ 

O‏ صحیح لأنه إذا کان и‏ موجب تماما فان كل حدود 
المتتالية الهندسية ( (u,‏ تكون موجبة تماما وبالتالي من 
أجل كل عدد طبيعي и | = 4u,1 n‏ معناه أن 
n _ 4‏ ومنه 1 < ند . 

u, u, 

и =u, -3 @‏ معناه 3- = И,‏ ا ومنه من 
أجل كل зе‏ طبيعي ۸ :0 > О и-и,‏ صحیح. 

@ من أجل كل عدد طبيعي U, =U, +r: n‏ 

U, = × بوضع‎ и, +۲ = qu 9и, = ди, 9 

يصبح Ud‏ من أجل كل عدد حقيقي x‏ ×4 = + معناه 
0-1 و ۲-0 إذن ( (и‏ متتالية ثابتة وأجب بصحيحة. 

خطأ لأن إذا قبلت متتالية نهاية فإنها تكون وحيدة. 
لدينا : AC - АВ +г ‹ ВС? = АВ? + AC?‏ ‹ 
ВС = 48+27‏ نضع АВ =a‏ 
إذن : (а+27) =a? +(а+т)‏ ومنه : 
4r = a” + a” +2ar +r’‏ + بو4 + a°‏ إذن : 
A'= 4а? ‹ 3:2 +2аг-а? =0‏ ومنه r =—a:‏ أو 
= = م نستبعد а‏ - م لأنه في هذه الحالة 0 - АС‏ 
كذلك ВС = -a‏ الطول سالب وبالتالي أجب بصحيح 
خطأ 4и, - 31, ОУ‏ = ر мл‏ 

Ха = mq" (44 -3(‏ بما أن 0 z‏ ولا و 0 عت ولا 

فان 3 - پ4 = д‏ وبالتالي : 0= 3+ پ4 - 4 ومنه : 

(gq -1)(q -3)=0‏ أي : 1= و أو 3= 4 

@ صحیح oY‏ من أجل كل عدد طبيعي ور لدينا : 

a‏ = ,ا ا و ۾ عدد حقيقي ثابت (и, ) О‏ هي 
متتالية حسابية أساسها (a =0 оќ) a‏ . 

@ لدينا u, =u‏ و 0= и,‏ وبما أن من أجل NOS‏ ع : 

и = (1 — mu,‏ فان 0 = (u, ) „ози,‏ متتالية 
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< U, = COS “иу = COS] —— | = — 
4 4J 2 


и, = 0,48 ۰ u, = 1—7), u, = 6 
4 


и, = -0,35 < и, = cos( 252) 
4 


(x —1)° “Өд‏ جا ×: م معرفة على ]مہ + : 2-] ؛ 
u, = 3969 ‹ и, =64‹ u, =9‏ 


ух +1 2‏ ج۳ : f‏ معرفة على ]م + : 0] ар‏ 


Е 


ПЕ 


Í 

32 16 _8 
Асыла 
پیر‎ =15 + R معرفة على‎ f:x ×” - 27 4 
u, = 37635: и, - 5 

. u, = 2+1 °1 

u =‏ 22 - ہی 

u, = 4 и, = 
حيث‎ f نعتبر الدالة‎ 
Р(х) = 2+1 
. لا‎ = Ў(п)э 


и, = f (n) 


Е 5 ١ 2‏ 
0< =-4 إذن : 0> والاقتراح الثالث صحيح . 
n‏ 


lim u, =4 إذن‎ lim Ж= = lim ا‎ 


Е و د‎ ой 
متقاربة إذن الاقتراح الرابع صحيح كذلك.‎ (u, ) ومنه‎ 
и, = P ‹ السعر للبضاعة خلال ور سنة‎ u برض‎ 7 
dax u, = 1,050, ومنه‎ и„ =u, + 0.050, لدينا‎ 
и, = Р(1,05) على متتالية هندسية أساسها 1,05 ومنه:‎ 
بالآلة الحاسبة لدينا : 1.6 = ” )1,05( ؛‎ 
(1,05) = 1.9799 + )1,05( = 2.08 
إذن الاقتراح 2( صحیح‎ n < 15 إذا كان‎ и, < 27 إذن‎ 


! ¬ © 


u, =‏ ناه 9×16 × ت0 أى : 
4 
зү‏ 7 07+ 3 
u, =144 7‏ إذن ( (u,‏ هندسیه تہ وحدها 


т 


الأول 144 = u,‏ و 0= lim u,‏ أي متقاربة ولكن متناقصة 


n+ 
إذن : الاقتراحان الأول و الثالث صحيحان والاقتراحان‎ . 
الثاني و الرابع خطئان.‎ 
الاقتراح الأول صحيح ‹ عبارة الحد العام لمتتالية‎ 
q و أساسها‎ и, هندسية حدها الأول‎ 


2 
Uo 


u, =U + +9"‏ أي 


10-1 u 
к إذن الاقتراح ود دی اھت‎ 
و 1= و‎ и, 1 عندما یکون‎ 
. فقط‎ q = 1 الاقتراحان الثالث والرابع صحیحان في حالة‎ 
]0 : + معلرفة على ]مہ‎ f ؛‎ u, = 3-4 61 20 
4ح پیر »2-1 ہیں‎ . f(x)=3x-4 : ب‎ 
بلا‎ =5 “U, =2 
ہس‎ 


п+2 


H = 


п 


° 


1 
L sS ا ۰- فور‎ 


< پا . 


3 
: معلرفة على ]مہ + : 0] ب‎ f би =n? уп °З 
и =0: и, =0. f(x) = 2-х 

и, =9-. ‹ u, 24-2 


°4 ود ]وم - ,ا fE‏ معلرفة على ]مہ + : 0] 


یا : | 3-2 ]هه -() ۶ А‏ 
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u, ~3 =n (n? -5n +6) =n(n-2)(n -3) (2 
u, =n - 57 +6n+3 . إلى جداء عوامل‎ 

: ومعناه‎ и -3- 0 معناه‎ и =3 (3 

n(n -2)(n -3) =0‏ أي: 0 = + أو 2 - پر أو 3 > 7 
0( کے ہر 2ے ہی 5= u, -10 и,‏ . 
2 ہے ‘и‏ 6= یت 10,5= u, =12 (u,‏ . 
и, =12,5 › u, 212 › u =10,5 › u, = 6 (3‏ 
«u, =5 u =4 0 @‏ 6د 
2 من أجل كل عدد طبيعي =u, +1 : n‏ ,1 . 


x 5 x +25 
с" 7 


1 1 5 х?—25 
متناقصة‎ f منه‎ | =———=——— (2 
f ومنه‎ f'(x) те C = ( 

تماما على | 0:5[ ومتزايدة تماما على ]مہ + :5] . 

. lim Р(х) = +оо ؛‎ lim Р(х) = +оо (3 
یر‎ +o x— y0 

(u, ) (4‏ ليست رتيبة . 

a گ9۵‎ 

r: 3911110-0 : ç 7 =1,5 (1 30 


— u, =1,6 + u, =1,66 


‚Ила -14> (2 


u, =1,625 (3‏ ؛ 
u; =1,615‏ < 
и =1,619‏ 

и =1 (1‏ لأنه يوجد مثلث واحد AB B‏ ؛ 3= u,‏ 

. ABB, s AB,B, › 48,8, مثلثات هي‎ З توجد‎ АЗУ 

или, = n+] (2 
. u, =15 tu, به ؛ 10ح‎ =6 (3 
Е - 1۱00۰21 ти, 20+) 1ح ؛‎ (4 
V, =u, : 
и, -16 ١ и, - 8 и, =4 U, =2: и, - 1 
u, =99< и, = 571 u, =31 3 7.012 
. 2" التخمين خاطأ لأن 31ے‎ 


V, + 7۸+‏ = رمد ومنه 


(1 
of 1 


. ۸ 


n+ 


“илл = 214, +1 و‎ u = 0 : 2 الشکل‎ 


“Им = ,الہ‎ +1 su, الشكل 3 : 8ح‎ 
бил = 4n+3 t u, =4n-1 09 
$ u, = 4۷ -1 * u, < 80-1 ؟‎ u, +1 - 7 


Шла 28-۵ t и, = 5+3 

° 2 — ا ریت 

f u, =n +3п-1 tu, =n +n-—-3 °2 
؛‎ u, - 4n +2п-3 ؛‎ u, +1 ٹررے‎ + 0-2 
E u,a S 40? + 52-2 4 из =nt +n -3 


—3n— 2‏ 4012 = ہے ولا 


27 +1 7 +1 n © 
u, +] =— п+1 T Uu, = 3 
n +1 п+2 п+1 
5 _ 21 بر‎ Е п? ےر‎ 27 
mt n42 إن‎ n41 ” 2n+l 
۳ _ 20-1 
Б 27-1 2n 


f u, لد‎ +1 +1 f u, لد‎ +1 °4 
fup =n+1 w, = /2п +1‘ и„+1=\/п+2 
Ид = 2 1+1 * Из = بر2‎ +1 +1 
سا ؛‎ 230+0 — (23) =8 s u, ے‎ 25 
t'a, = 2۳ =(0%) = 64" 
لت‎ 


ç دا‎ 2= 230п-1) = 98 = 2 x 23 == 


2 


١ и, 5 23 == (23 ү т: g" 


‚и„=3 ؛‎ u ؛ کے‎ u =3 (1 26 
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ZL 14‏ وكا الحدود موجبة إذن ) (u,‏ متزايدة تماما . 


U, 
. ليست رتيبة‎ раш ) ® 
. u, = 2+1 (2 


. متزايدة تماما‎ (u, ) ومنه‎ U, u, =1 (3 
› u, =0,083 › u, = 0,166 © u = 0,5 )1 @ 


. u, = 0,05 
9 1 5 1 _ 1 
"1 „+1 n+2 (n+1)(n+2) 
Pmi C ل ومنه1‎ = n رج و وا‎ PSS 
7 u, n+2 п(п+1) 
A ALE sügis بما أن‎ 
n n+l n n+l 


موجبة وبالتالي ) (u,‏ منناقصة تماما. 
069 من المنحني البياني يلاحظ أن РАМ‏ ليست رتيبة 
Е 2510 (27n)‏ 


u, =—— — = 0 (2 
2п +1 


(u, ) (3‏ متتالية معدومة إذن هي ثابتة . 


W TEXAS INSTRUMENTS 


۶ TEXAS INSTRUMENTS 


الحاسبة +1183 نجد : 0,67— = u,‏ < 0,25— = ہی 
E.‏ 062 7 0 زر 
5 


ç H = — < ۸ =1— 2 

ш 4n+4 ” 2n +3 ( 
5 

,== ومن 

3 ۔ ورڈ10 00 


TEXAS INSTRUMENT:‏ و 
7 
لسع 


x 


m ысул 7 чт» x” 
-1, 10 -459 
н | ۱ u iss | | mm: 
3 وق‎ 
2 7ج ا‎ 


суо = -0,46 <۷ = -0,37 v, = 0,83۰: 5ے‎ 
у = —1,35 


(2 

и — u, = 1,01" —1000(n +1) —1,01" +10007 
1000 

u, —u, = 0,01 1,01” -— 

0.01 
لدينا 0,39— = 57لا = Uisg‏ و 9,6= И|159 = Uisg‏ 
ومنه 1158 = п‏ ونلاحظه كذلك من المجدول . 
u, --2 +3 ©‏ المتتالية ( (u‏ متناقصة تماما 


۳ 2-47 . — g 
متناقصة‎ f: x > س الدالة‎ = 
f x+2 " n+2 


تماما على ]مه +:0] إذن المتتالية ( (u,‏ متناقصة تماما. 
36 )5 ہر) = и,‏ . المتتالية ( (и,‏ غير رتيبة تكون 
متناقصة تماما من أجل 5 > n‏ > 0 ومتزايدة تماما من 


. n> 5 أجل‎ 
2n 
8ا‎ 6 и, کے‎ зт 
и 8 27 


n 


1 < ان ومنه إذن المتتالية (u,‏ متزايدة تماما . 


2 2 

aap: „=-= ©‏ بون رو ان زد 
2n‏ 22 

تماما على ]مم+:1] إذن المتتالية ( (u,‏ متزايدة تماما . 


u, —u, = 7 39‏ و ne N‏ إذن( (u,‏ متزايدة تماما. 


u 2 2n 2 2n 
> Su Б | 3 3 40 


n 


КО и и 
لف ومنه 1> لنت وكل الحدود سالبة إذن‎ - 
u U, 


и,‏ ومنه ( (u,‏ متزايدة تماما. 
(u, ) 42‏ ليست رتيبة . 
у у, 220-11 t v =—41(1 43‏ 
من أجل 6 n>‏ ؛ 0 < 27-11 إذن (у)‏ متزايدة تماما. 
f 69‏ متزايدة تماما على [6:0--[ و ]مہ +:10] » 
ومتناقصة تماما على [0:10] . 
2( ابتداء من الدليل 10 ۰( (u,‏ متزايدة تماما. 
1( 10,5 £ 2,25 + 5,4 + 13,5 . 
0)2 < "3 و 0 < 2+ إذن 0 < u,‏ . 
2n +3‏ 
Е п+3‏ 


>и, 


كك ومنه من اجل كل хе‏ طبيعي ور ‹ 


11 


(3 
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u, - 2 وحدها الأول‎ -ri متتالية حسابية‎ (u,) 


€ من أجل كل n‏ من № 
1+ 71 


غير ثابتة إذن ( (u,‏ متتالية ليست حسابية . 

(и„) O и, и, = 2 : من‎ п من أجل‎ ©9 
а kas متثالية‎ 

@ من أجل n‏ من и - u, = –5и, :N‏ العبارة 
غير ثابتة إذن ) (u,‏ متتالية ليست حسابية . 


n+ `‏ 8 
s‏ = رالاس اجرلا العبارة 


. Шоо = U, +1009 = 698 ؛‎ q =u —u, = 7 


Us — u . 
ومنه و‎ и, =u +154 @ 
. Из = U, + 2007q = 8027 

а= 0225-3 би, = u, +2000 
ио = ولا‎ +1004 = 253 


=R tu, =u +0247) @‏ - و ؛ 
и; + )0-7(0 = –15‏ = ولا 


=u; +(0-17)q =1 65‏ ولا 
° ع ° 3 

- 50+22 .u,=4n-1l 19 
45 


5 
‚и =10°п+— °4 .и - رت‎ + 3 °3 
п 2 n 4 


ба= 


@ الشكل 1 يمثل متتالية هندسية حدها الأول - = и,‏ 


EE‏ لقن يق ا ت 

2 
الشكل 3 يمثل متتالية حسابية حدها الأول 3 = и,‏ وأساسها 
1- . الشكل 4 يمثل كذلك متتالية حسابية حدها الأول 


2 аы لك رين‎ 
. n = 53 ونجد‎ u, = us + (n-15)q 1608 
оп وو 65-15 تلد‎ 2005 - -10 2 
q 10-5 
57 и, — U 9 
u. = 69 -9q = = ؛‎ а= لت‎ -= ° 
8 یا = ون‎ у 
a асаа 
q 


20 
5 =F (mo +u, )=1270: Из -111 ٩-568 


1 1 
К f Vaa Жын 0 


=— 1 51 


lim u, = lim l ap‏ ۔ 


п-Э+о хэ+о × 


. limu, = іт بت‎ > -3 - -3 °2 


пЭ+о хэ+о ү 


мар) د‎ 


1 
. lim u, = lim =0 °4 
пә +0 X—+o x x 


. lim u, = = lim ( 


n—+co% 


А ЕЕ Катер °5 


n—>+0 n пэ+о р 
ار ؛ ومنه من أجل‎ n ومن أجل كل‎ 
э إذن0 - للا‎ — = ЕО ع‎ =: N من‎ n كل‎ 
ىر‎ +0 п п п “n 
. سر ہش‎ l =0 °6 
n+ n>+0 Зур? 
۷ع کا £ ومنه من‎ N ومن أجل كل ور من‎ 


.0>0,7 >1 لان‎ » іти =0 7 


. бе 1 لان‎ » іти, =0 8 


n—> +0 


lim u, = ит 2. =0 °9‏ سن عو 
RST n—>+%0 3‏ 3 

. lim u, = lim : 5 کا‎ 

n+ x—Ə+ 3 x +1 مبجر‎ Зх 3 


2 +1 x 1 
. lim f(x) = lim = lim —=-—(1 
lim 7) ) x—>+0 ممدجير 1 ۔ ر2‎ 27 21 52 


. lim u, = = lim f(x) = n (2 


°10 


п +00 


@ اجل كل رر من (и„) Ои, и, =3 :Ñ‏ 
متتالية حسابية أساسها 3 . 

من أجل كل n‏ من : 3- = (u,) O u, u,‏ 
متتالية حسابية أساسها 3- . 

من أجل كل n‏ من : 5 + 4۸ = и-и,‏ العبارة 
غير ثابتة إذن ( (u,‏ متتالية ليست حسابية . 

من أجل كل n‏ من : 1+ 2 = и, и,‏ العبارة 


غير ثابتة إذن ( (u,‏ متتالية ليست حسابية . 


4 А 
Е . ۰ Va 
= : N من‎ n من جل كل‎ © 


5 وبرلا — n3‏ إذن : 
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(и) 2‏ متناقصة تماما . °3 (и)‏ متناقصة تماما . 
(u, ) 4‏ ليست رتیبة . °5 (и)‏ متناقصة تماما . 
(и) 5‏ ليست رتيبة . 


2 n 
u, = ۰3ے‎ su, 3 2و‎ #0 
(—2) 4 
2а + ar - ar” - 27 a+ ar + ar лз 
4 
ومنه‎ ‘а = 5 ونجد‎ За +2ar = 48 و‎ 


 3+2r 
: أي‎ 16+160 +16۳ = 21 +14 


=» و‎ r'= + A'=81: 16,2 روب‎ -5 =0 
75 120 192 —5 
„с=—‹р=—-—‹а=—‹ = — 

7 7 7 8 
‚с=3‹Ь=6‹а Biret 

2 


a+b+c=18sab=c2 + a+c = لدينام2‎ 4 @ 
2 

ومنه 6 = b‏ ويصبح لدينا 12 - + » وسک = ونحل 

c"=6 ۰0-12 » ”ع‎ +6c - 72 = 0 المعادلة‎ 

الحالة الأولى (12-:24:6) = (а;Ь;с)‏ 

الحالة الثانية (6:6:6) = (а;Ь;с)‏ 

2( الحالة الأولى الأساس 2- والحالة الثانية الأساس1 . 


0о<г<1(1@ 


и, --5 (2‏ ثم نحل المعادلة 0 = 3+ +13х‏ +12 ء 


Р ۲ 1‏ 
А=25‏ <« ےا ç‏ دك وبما أن المتتالية 


متزايدة فإن ç е‏ ہے ç‏ نے 1 
4 2 3 


4 
-1 
I+ y+y +y? “ورور سدم‎ 86 


0 = ”ر + ر + +1 معناه 1- = ر ونجد ۲-0 . 


10 2 
s 70 87 


ө =s (2‏ و 
3 3 11 


Ж” S سس ےج‎ 


2 3 
xa Ф 
у = 2 (2 
. 7 =0 
бу, =2n (3 

1 

u, = 
21-1 
limu, =0 (4 


ги, =16 t u, 13د‎ t u, =10 t u, =? 09 
.q=3 U, ہلا“ برلا‎ u, =u - ہل‎ 2 

. n=120 معناه‎ u, = 361 (4 . u, =3n+1 (3 
. 5 =6n° -n (5 


63 
‚5 =—(5+67)= 2268 ( @ 


п+1 


. s =% ؛ 2601 رروں‎ u, =2n+1 (2 


S = )17 +7 -3-13-23-33-43-53( 


3 
+ )12 +2 -8-18-28-38-48( 


7 
u S قراب‎ у= 210 


(u) * @‏ هنسية و ۳-3 . 


(u, ) 2‏ ليست هندسية . 


. هندسية و = م‎ (и„)°З 


3 
(и, ) °4‏ هندسية و 9 = 7 . (и„)°5‏ هندسية و 4 = ۲ . 
(и) би = 51, +2 °6‏ ليست هندسية . 


(u, ) 7‏ ليست هندسية . °8 (,») هندسية و 2 = r‏ . 


x Ре о 
ليست هندسية‎ (и) и = и, +1 °9 
z A ت‎ \ ç دمرلا‎ =s 1 oq 0 
<7 7 (u, ) ١ 7 ا‎ 3“ 


@ الشكل 1 يمثل متتالية هندية أساسها .ل . 
2 
الشكل 2 يمثل متتالية لیست هندسية . 
الكل قيال qas‏ فة اها 
2 
”2 ءے u,‏ . 


u )»2د‎ @ 
. u, =16 ؛‎ u, -4 @ 
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v, >10“ (4‏ ‹ 0,000122 = ہس 
у, = 0,000061‏ ومنه n=15‏ . 


1 n-i 
s, =5-n-(3) (5 
2 


и, =120 ‹ u, =100‏ ء عدد المرضی لليوم الرابع 
u, =100+4x 20 20‏ ؛ 240 = u,‏ وعدد كل 


0 وبعد 15 اليوم 


226 


n—+% n 


المرضی بعد 7 أيام هو 1190= 
3600 . 


00 ھی 
2( بالحساب نجد العبارة ...4“ 


T)‏ تصحيح : تستقبل في كل سنة 20 تلميذ جديد في السنة 
الأولى أكثر من السنة الماضية . 
متتالية حسابية أساسها 20 وحدها الأول 21500 и,‏ ونجد 
بعد 25 سنة يكون عدد التلاميذ 2000 . 
677 لدينا متتالية حسابية حدها الأول 5,3 = и,‏ وأساسها 
r = 5‏ ونجد في سنة 2000 عدد السكان 
и, = 5,475‏ وفي سنة 2007 : 5,5975 = u‏ وفي 
سنة 2030 : 6 = и,‏ مقدرا بالمليار نسمة . 
باعتبار متتالية حسابية حدها الأول 1 = и‏ وأساسها 
а ۳-2‏ سیر и‏ مقدرا بالدينار . 


mo 210 ؛...‎ u, =2 ًص‎ =1 )1 @ 


9 . u, =n (2 


1Y 1 Y 
R - 5 - | *1 =AQ =10|— 1100 
11 6 n n 6 ( 

1 Y 
n, =5(2) (2 


: + u, = zR° (3 


n+l 
с مت‎ 1 І (4 
n+ 8 8 9 


‚ AQ, -Е = AQ... + 


а الأساس هو‎ у =: 


п+1 


2 -1 
у= )4 . va алаг =p sa (3 
4" и +2 4 
-2y -1 
. lim u, =1 ومنه‎ u, = ات‎ lim v, =0 (5 
n—+ V, -1 п->›+® 
3 3 88 
r == 6 V, = =<‘ = = = =, 1 
4 1 4 п+1 п a ( 


4( 7ت - и И,‏ ومنه ابتداء من الرتبة 
4n‏ 4 
n, =‏ تكون (и)‏ متناقصة تماما . 
а= 4 (1‏ 
Vasi =H, +4= = = y (2‏ ا او i У,‏ 


n+l 
"ھ۴‎ DES --18(2) +18 (3 


U ح‎ 7 @ 


2( الطول يساوي 


7 7 
» U, = )سب‎ u, = 


n 2"! 4 


. 2л [2)۔‎ 
|. 2a 


نضع ,ى العدد الأول الموجود في السطر n‏ و b,‏ 


العدد الموجود في آخره . لدينا : 7" < رط 1+ амм =b‏ 


а, =n - 27+ 2 ره ومنه نستنتج‎ =a, +2۸ -1 و‎ 
. a, > 2007 <b, لدينا‎ 


-43 <n > 45 تكافئ‎ п? - 2n + < 2007 

و2007 < ”م تكافئ 45 n>‏ أو 44 > n‏ 

(مع Ле!‏ ور عدد طبيعي) إذن 45 = n‏ و 1937= ويه 
رقم зә]‏ هو 71 - 1+ 2007-1937 

ولكن حسب المثال لدينا العدد1 موجود في السطر 0 


ومنه العدد 7 موجود في السطر 44 والعمود 71 
зз‏ الصفحات 63 و رقم الصفحهة الملتصقة 


مع موالية لها هو 4 . 

u, =—0,75 « u, =—0,5 0 "B 

v, -2)3( .a=1 vy ы Де с! (2 
2 2 

1- رده 7 3( ) (u,‏ متناقصة تماما 


h +h, +..+h иу +u, -u + 


بحذف الحدود المتعاكسة نجد h +h, +... +}, =u, —u‏ 
1( المثلنات متشابهة نبرهن أن الإرتفاعات h,‏ 

والأضلاع dn‏ تحقق : 2h,‏ 7 سب و any = 2a,‏ ومنه 

,5 = رررگ إذن المساحات (S,)‏ هندسية أساسها 4. 


E E (о‏ او فلت نی 
١ ١ 3‏ 


الارتفاع h,‏ والمساحة للقرص المرفق هي s" s‏ 
إذن ) (S'‏ هندسية أساسها А‏ 
تصحيح رقم التمرين غير موجود وبالنسبة للسؤال1) 
بين أن المتتالية ( (t,‏ لمساحات المثلثات هي هندسية ... 
1) المثلثات المتقايسة الأضلاع (اللون الأزرق) متشابهة ء 
نضع а,‏ طول ضلعها و b,‏ طول ارتفاعها ونبين أن : 


و б‏ والمساحة 0807 ع إذن المتتالية 
п 2 n n a‏ 


. 4 هندسية أساسها‎ (т) 

h, = t, +3k, (2‏ حيث k,‏ مساحة المثلث المتساوي 
الساقين (اللون الأصفر) ذي القاعدة ,4 والارتفاع sb,‏ ۱ 
ونجد ,0,0 = h,‏ ومنه (h,)‏ هندسية أساسها 4 . 
المتتالية ٠ Zah‏ ولوك “< ab > Lah‏ ... هي 


هندسية أساسها 2 . 
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٠ 


ءات | 


= 


C (3‏ دائرة مركزها G‏ مرجح الجملة } .B(-1) ‹С(2)‏ 
(A(1)‏ و نصف قطرها كد و هي تشمل ۸ 

4( مجموعة النقط هي محور القطعة [ [GP‏ حيث С‏ 
مرجح الجملة ( (A(1) ‹В(1)‹С(2)‏ 
و P‏ مرجح الجملة ( {А(1)‹С(1)‏ 

В * (5‏ تحقق المساواة * مجموع المعاملات معدوم 
[ВА + [| - За *‏ 

T ( *‏ دائرة مركزها G‏ نصف قطرها قد 

* للإنشاء ( '1 ) تشمل 8 


أعمال موجهة 2 : 
الهدف : استعمال المرجح لإثبات تلاقي مستقيمات 


1( للإشاء : * 37-248 * 27-346 
يبدو أن المستقيمات BJ ( (СІ)‏ ) و ( AK‏ ) تتقاطع 
فى نقطة واحدة 


2( | مرجح الجملة ( (3-)8ء (A(1)‏ ‹ ل مرجح الجملة } 
K (A(2) .C(-3)‏ مرجح الجملة } {B(2) .C(1)‏ 
G ж (3‏ مرجح الجملة [ G : {А(2) :В(-6) .С(-3)‏ 
موجود لان مجموع المعاملات غير معدوم 
باستعمال خاصية الجمع : G‏ مرجح الجملة ( ‹С(-3)‏ 
(4-)1) و منه G 7 IC)‏ 
G‏ مرجح الجملة ( ‹В(-6)‏ (1-)ل) و منه ВЈ)‏ © 
G‏ مرجح الجملة ( :А(2)‏ (9-)ک) و منه G AK)‏ 
أعمال موجهة 3 : 
الهدف : التعرف على مستقيم أولار 
AH - 20 +OH = АО +0۸ +20۸ (2‏ و 
بالتالي ( AH‏ ) عمودي على ( BC‏ ( 
لأن ОА’)‏ ) عمودي على ( (ВС‏ 
H (3‏ ملتقى الإرتفاعات في المثلث ABC‏ 
4( تصحيح : O‏ مرجح النقطتين H‏ و G‏ مرفقتين 
بالمعاملین ( 1- ) و ( 3 ) على الترتيب ‹ 300 - ОН‏ 
HG ٤)5‏ على استقامة واحدة ‹ ] G > [OH‏ 


الاتشطه 
النشاط 1 ۰ 
الهدف : (دراج مفهوم مرجح نقطتین 
1( تصحیح : آحسب т, Аай‏ بدلالة СА‏ و СВ‏ 


عوض СА‏ و GB‏ و الجواب 6= т,‏ 


: نضع‎ * СА ---7 ٭‎ 2 
АС = 6 Ст * ВС =ВА+АС 
ть =5m, نأخذ‎ * m, =2m, نأخذ‎ * (3 
۰ 2 النشاط‎ 


الهدف : انشاء مرجح ثلاث نقط 


BJ =2BC و‎ 27-7 (1 


2( في العلاقة —2СС‏ 68+ 246 نضع 

GA =GI ۸‏ و GB=GI+IB‏ مع G,l,C‏ 
على استقامة واحدة 

3( في العلاقة نفسها نضع 78+ GB =GJ‏ و 

GC =G] +J‏ مع A‏ , ل  ,‏ على استقامة واحدة 

4( نقطة نقاطع (АЈ)‏ و (GI)‏ 6) في العلاقة 
السابقة نضع СА - 00 +СА‏ 

النشاط 3 ۰ 

الهدف : تعيين مرحج نقطتين 

2 АС =-АВ اي‎ GA = 2GB (1 


m(4 [AB] متصف‎ (3 26-7 
- 4 Kg 

النشاط 4 ۰ 

الهدف : استعمال خاصية التجميع لتعيين مرجح جملة . 
m =11,07 (2 m =10,77 (1‏ ۰ 

m, =13,83 m, = 9,76 


3( تصحيح مقام الكسر 29 و ليس 28 . 
13m, +13т, +3m, 210,77‏ 


29 


الاعمال الموجهه 
أعمال موجهة 1 : 
الهدف : تعيين مجموعة نقط باستعمال المرجح 
C (1‏ دائرة مركزها G‏ مرجح الجملة ) ‹В(-2) .C(3)‏ 
(A(1)‏ و نصف قطرها 3 
2( © دائرة مركزها G‏ مرجح الجملة } (3-)0ء В(1)‏ 
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C=Í(A ,- 
aCA + ВСВ - 0 نستخدم المساواة الشعاعية‎ 
(СВ =CA +۸ ( وعلاقة شال‎ 
هو نظير‎ G, و‎ B بالنسبة إلى‎ A هو نظیر‎ ©, @ 
B بالنسبة إلى‎ С 
c e E بس الكت‎ 
w АС'=-АВ و‎ АС =3AB 
“В 3 А 
А = — 
— У бб\=-+АВ (2 
8' : نستخدم للإنشاء العلاقات الشعاعية‎ (1 29 
3 


В'С - 2406 ,A'A - 384 ,C 'C = BC 


(2-3)MA '= 2MA -3MB 

(-2+1)MB`=-2MA + MC : أن‎ bay 2 

)3-1(116 ' 3118ء‎ -MC 
۸۱2۲-2۸ 0۲ : ا اض 2 نجد‎ 


AG, = АВ +347 , Вб; =-AB 6 
АС, - 280: : لاحظ أن‎ (3 


09 0 ((4. ۵)(,>))۔ ۷ أي 

NC —4NB - 0‏ و باسخدام علاقة شال نجد : 

BC +38 - 0 

2) استعمل مبرهنة طاليس و نستعمل نفس المبرهنة لإثبات 
أن LMJI‏ متوازي أضلاع 

لإثبات أن ((1()6,1 7 (А,‏ = 0 نلاحظ أن : 


0 ={(L.3)(7,3)} = {(А,2)(С,1)(В,2)(с,1)} 
0= 2)(с,2)) = x ۳ )(с,1)) 
L = {(А,-2)(с.з)} a @ 

К = {(В, ,4( (2 
м =[(B, 0ء‎ 
P ))4.1()©,3(( ۰۸۷ = ,2)(B,5)} 


تمارير 
صحيح. 
الاقتراح الثالث لا يوجد 
الاقتراح الثاني الاقتراح الثالث 
الاقتراح الثالث : الاقتراح الثاني 


@ 1) هو مرجح الجملة ((3, 8) (2, 4)) 
B‏ 6 


А 


{(А ,1( )8 ,2)) هو مرجح الجملة‎ (2 
А G B 


3( في الشكل المقابل 


6 А B 


(а .3()۵ ,2(( هو مرجع الجملة‎ 4 
А G B 


9 تنشأ النقط Gs,G,,G,,G,,G,‏ بنفس طريقة 
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2)لتکن © نقطة تقاطع (С)‏ و (8۶) نبرهن أت >< (0© ی نحلة ©- م نجد: لم 2) الحالة 
xÇ G e(AM (‏ 


A= : نجد‎ PC =2AB М 5A е 
وپ رع‎ ИШИ: с = 1) 
с ={(4,1)(в,1)(с,1)) a @ G e(AM ( وبالتالي‎ 
G кз 2 و نسمي‎ © -[(A.e)(B.5)(C.6)) قرض أن‎ 
G ={(4.6)(8.-6)(C.-1)} © P'={(4,a)(C.6)} 
G إذن 4( (2-,)(3,ھ)(5-,۸)]۔‎ {(B,5)(P',æ+6)} : هو أيضا مرجح الجملة‎ G 
G ={(А,-1)(В,-3)(С,2)) (5 Р=Р' م إذن‎ e(AC)x(BG) 
с ={(4,-1)(B,0)(C,-4)} (6 @=2 فإن:‎ P -1)4,1()0,3(( оч: 
ثم‎ 6, ={(4,-1)(C,2)} وبلقالی : @ 1) نعتبر النقطتين‎ AT = 8 : لاح ظ ان‎ )2 @ 

еі 


` [BC | منتصف‎ I ا 2 نعتبر‎ 
ماه‎ з к=((1.—2 (۶ 8ء‎ (СВ +CD (+۸7 = (-BC -AB (+ + 3AB 


وأن : 347 - AJ‏ و بالتالي ليم 5) إختيار ((2-,4,3()8)! = ,1 ثم 
АСА +۸77 со +3AD =[-AD -DC \+3AD =2AD -DC‏ 7 
Рс ЕТ‏ 


۸۵۵ © D udd 67-207 : لاحظ أن‎ )3 
( 


منتصف [AK]‏ و оу (AL)//(DC)‏ © منتصف 2)إ(5-,5()0-,4,2()8)]- G‏ 
[KL]‏ ( لاحظ أن (C e[KL]‏ ب)یمکن о‏ 3)إ(1-,1)4,2()8,0()0- G‏ 
نبرهن أن KL =2DB‏ باستعمال خواص متوازي أضلاع 4) ((۸,0()8,1()0,1))< G‏ 
®@ 1) نستعمل العلاقة : 208- G = 6 CD‏ 
2( نستعمل العلاقة : D = {(A,1)(B,1)(C,-1)} ә‏ معناه 
A ={(В.1)(С,—1)(Р,—1)\ А Е ¢ AFC‏ معنا 
B = ])4,1()6,-1()8,-1((‏ معناه 
С = ((4.1)(8.1)(0,-1))‏ 
9 @ 1) نشی 7 منتصف [aC]‏ ثم © هو منتصف 


(G,B,y)=(4,2, 2 [BE] B BD بالإسحاب الذي اع‎ А Жука ری‎ 6 


4) باستعمال علاقة شال و الأسئلة السابقة نبرهن أن : @ 6 لان : مع (4-)+1+2 

درد وت 2( 440+ AG = АВ‏ و ننشئ باستعمال 
0 خواص الجمع الشعاعي 

36 1) تكون G‏ موجودة إذا و فقط إذا كان : @ 2 ل العلاقة № 


(т?+2)+(т?+т -3( 0‏ أي 


ВК =3BC 1‏ یم اس 

Т m ce IR – 4—1, -‏ - ور 

Сг ы, 2 
K 


н 


Раде 67 


4( نعتبر الآن أن : 
M ={(L.4)(P.2))‏ حيث : [(8.1()6.1)) = م 


L = ))۸,1()5,3(( э‏ البقية واضحة 


لاحظ أنه يمكن أن نكتب 
G є(АГ) оС ={(A,1)(7,6)}‏ ثم 
={(B,2)(J,5)}‏ © إذن G e(BJ)‏ 
G є(сн) ос ={(C,4)(H ,3)}‏ 

1( نکتب : 18+ =GI‏ 08 و GC =GI +IC‏ 
2 نعوض المساواة الموجودة à‏ فی السؤال السابق في 
العلاقة : 6 - 2GA +GB +GC‏ نجد : 
GA +67 - 6‏ أي أن G ={(A,1)(1,1)}‏ 
3) نعوض النقطتين 

المثقلتین بنفس المعامل بمنتصفهما المثقل 

بمجموع المعاملين للنقطتين 
55 سا 
(А, е о. 2))‏ 


۳ вл) 
2)) 

Н = (А,1)( е 
( (IJ )//(B 'C ') إستعمل بد مس‎ (2 
: لکن‎ 0 ={(1,3)(С,-2)} : 2)لاحظ ان‎ @® 
| 1 =[(A.2)(8.1) 


A — 
س س‎ виа 
— зу = 

И” шег с 


سے 
0 ی 


G = ))4,2()8 ,1()€ ,-2([ : وبالتالي‎ 

3 أ) =[(B.l)(c.-2))‏ 1 و е(ВС) A‏ 1 و 
يمكن أن نكتب [(1-,_)(4,2)) = G‏ و بالتالي 
L e (AG)‏ استخلص 

ب) بما أن 87 - .1 و 280 - ,81 فان : 2= k‏ 
\ 1) اعم أنه ادا كان G‏ مركز تقل مثلث فان : 
АС = 261‏ و لدینا 201 - GH‏ 

HB + HC = (HÎ +1В)+(НЇ+1С} (2 


H -) 3‏ أي أن: 
ОЎ H =‏ 


HB + HC = 2577 = НС 


IG -317 : يمكن أن نبرهن أن‎ [АС] و‎ [AB] 
: لأن‎ × , 8 ‚С يمكن إنشاء النقط‎ (1 
-2 +1۶0 0ج 3+2 و‎ 
А Za ja يمكن إستعمال‎ 2 
: طاليس للبرهان على أن‎ 
B'GH - 


| J 
يمكن إستعمال الجمع الشعاعي و خراص قطري‎ )1 ® 
متوازي أضلاع أو إستعمال علاقة شال‎ 
من العلاقة الشعاعية المبرهنة في 1) ينتج‎ )1 
ومنه:‎ AB +AC -2АІ -0 
A ={(1,-2)(В.1)(С.1)) 
À الإنشاء‎ (1 48 


‚ ` 1={(4.0)(8.1)(C.1} © 


J =4(А,1)(8,-2)(С,-1)) 
С (2 18 =3BC : ننشئ باستعمال العلاقة‎ )1 @9) 
G -1)1,1()4,1(( : لان‎ [АТ] منتصف‎ 
الجملتین تقبلان مرجحين لأن مجموع المعاملات‎ (4 
غير معدوم‎ 
> > — > > — 2)بجمع‎ 
LC + 31.4 - 0 8و‎ -2KA = 0 المساوتين:‎ 
: وباستخدام علاقة شال في المساوتين نجد‎ 
أي‎ GA +08 +00 +410 -KG = 0 
(АВС < وركز ثقل‎ © ОУ) -GK +401 - 0 
: يمكن للإنشاء إستعمال الخاصية‎ )1 
М =A : X و نأخذ‎ СМ - 411 +3BM -3CM 
(2 0۸-380 أي‎ СА -384 -ЗСА = 
يجيب عن هذا السؤال‎ (GA = 38) ( السؤال الأول‎ 
: 2)نستعمل خاصية التجمیع فنكتب‎ 
M - ((1()8.1()©.1()0.3.ه))‎ 
[GD] أي أن © منتصف‎ M =Í[(G.3)(D.3)) : أي‎ 
M ,1,۴ أي‎ M ={(1,2)(Е,4)\: نعتبر الآن أن‎ )3 
في إستقامية‎ 
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ومن : 236 - BI‏ نجد : 0 = 77+ ОТВ‏ أي 
[(۵()۵۰.)]- 1 


2 و 3( يمكن استعمال مبرهنة طالیسِ 
- الرباعي ЕКЛ‏ متوازي أضلاع لان قطراه متناصفان 


J = ((в.2)(с.3)): 1 = {(4,1(8,2)| 8 
: يمكن أن نكتب‎ (2 
н =[(A.D(B.2)(C.3)) = ((01.3)(с.3)) 


[1С | — H أي‎ 


Б [IC] و بماآن © منتصف‎ 
М poa : لاخظ أن‎ )3 G =H : فان‎ 
۳ 46 = Н = ((4,1)(7,5)) 
Д kos 
B Ы ш 


: بما أن‎ (1 
G <11)۸,-2()8 ,-1([ )6,2(! -))1,-3()>,2(( 
فان النقط 7,7,۸ في استقامية‎ 
: لظ آن‎ б yankus + 
G ={(4.-2){(8.-1)(C,2)}} = ))۸:-2()7۱(( 
С e(CI) و‎ 6 є(АЛ) (1 من‎ (2 
[BJ] منتصف‎ C و أن‎ [С | لاحظ أن: ۸ منتصف‎ (З 
a @ 
МА +МВ = (MI +IA)+[MI +IB)=2MI 
AB 


2 
AB ET А a a 
сЕ тыне هي الدائرة التي مركزها‎ 


E و‎ |ur|-— ]من‎ 114 +MB |- 48 о 


1( الإنشاء 
МА +2МВ | = | —МА +4MB 2‏ | أي 
(E) )3 MG - 77‏ هي محور القطعة | [СН‏ 


З — .‏ سے 
1( من 21 AK =——AB‏ نجد: 
8 ) 3 


K ={(4,5)(B,-3)} أي‎ SKA -3KB - 0 
| 2MK|=AB تكافئ‎ | 5114-3118 |=AB (2 


أي = MK‏ و E,‏ هي الدائرة التي مركزها K‏ 
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НА =2(HB + НС) (3 


و بالتالي : ون Н‏ 


м : من المساواة‎ (1 
тү و فو‎ ж ١ © 
0 е х. ` نجد‎ 47 =—AC 
Ы? ты 3 
Ё [ы З 2А +1С 0 
B 


ا 12 ИЯ Е‏ - ,00م 
2( من المساواة 27 = BG‏ نج 0 - 2GB +GI‏ 
(Í (3‏ استخدم علاقة شال مع المساواة 0 - +IC‏ 21/4 
ب)استخرج З‏ عامل مشترك من المساواة 3(-1( 
69 2) نكتب : 


ан ={(1.2)(с.1)(р.з)} = [(G.3)(p.3)) 


H = {((4.1)(2.3)} (в.с) 
H ={(к,4)(7,2)) 
H e (JK) أي‎ 


н = {{(4.1)(B.1)} {(C,1)(D,3)}} 
H e(IL) أي‎ H =((1.2)(1.4)) 
استخلص‎ (5 

@ 1)لشكل من أجل = k‏ 

2( من العلاقات : 


BI -LBC G-L I 
3 3 3 
نجد‎ 
307 = 2GB + GC ,3GJ =2GC+GA ЗСТ, 
307 = 206 + GA , 3GL = 20۸+ GB 
: و بجمع المساوات الثلاثة طرفا إلى طرف نجد‎ 
СІ +GJ +GL =0 
171, هي مركز تقل المثلث‎ G (3 
و‎ „кз کر‎ 
2KA+KB -6 نجد:‎ AK =-АВ )من‎ ® 


K - [(A.2)(8.1)) : ی‎ 


3( المجموعة (Е)‏ هي الدائرة التي مركزها G‏ و تصف 
قطرها 2 

ABCG «ех‏ فيه قطران 

متناصفان و ضلعان متتابعان متقايسان 

E (| 2‏ هي الدائرة التي مركزها G‏ 

و تصف قطرها 22 ۔ ۾ (ы‏ منتصف | [АС‏ 


GI -58 ОУ Е نقطة من‎ 


B — (1 


مركزها A‏ و نصف قطرها ے2 - R‏ 
) نكتب من جهة : 


G = {(4.1){(8.4)(C.-2)}} >])۸۰(()/,2(( 


أي أن (47)ء G‏ و من جهة أخرى : 


с ={[(А.л)(в.4}(с.-2)}={(.5)(с.-2)) 


أي أن : G e (CI)‏ 
3( نجد : MI = MJ‏ و مجموعة النقط هي محور القطعة 
[U]‏ 


4( نجد : MG ۸٤۷‏ و مجموعة النقط هي الدائرة 


مركزها © ونصف قطرها دم 


G, =Í[(A.3)(B.5)(C,2)) „х1 @ 
MG, = MG, : =G, <))۸,3()6,2(| و‎ 
والمجموعة ,£ هي‎ 

محور القطعة | СС,‏ 

2) نجد : MG, = AC‏ و مجموعة 
النقط و هي النقطة М‏ التي تحقق هذه المساواة 

3) نجد : 101/6 -|] 246+ 548- | و 
مجموعة النقط E,‏ هي الدائرة مركزها G,‏ و نصف قطرها 


@ الشعاعان +МЕ‏ 2114 و AB‏ مرتبطان 
خطيا معناه 18 // 16 و E,‏ هو المستقیم (АВ)‏ 


{ЕЗ мыл [Е2) المحمو‎ 


المجموعة(1ع] 


ب) 48=| 2MA + MB‏ |معناه 22- MG‏ 
ور هي الدائرة التي مركزها G‏ و نصف قطرها 
RaZ‏ 

3 


2МА +МВ |= зм (=‏ | معناه MG =МА‏ و 
1( و 2)ينشأ الشکل كما تقدم 


| 3MA -MB |=|-2MC +амр | :(3 
ومجموعة النقط هي محور‎ МС = МК تکافئ‎ 
[СА | القطعة‎ 


1( ينشأ الشكل كما تقدم 

2( المجموعة ‏ هي الدائرة التي مركزها C‏ وتصف 
قطرها 2 

3( المجموعة ' E‏ هي محور القطعة [СР]‏ 
70 1) الدالة f‏ ترفق بکل نقطة ۸۸ من المستوي 
M ' А)‏ حيث : MM '=2МС‏ أي أن 
GM +СМ '=0‏ أي أن الدالة f‏ ترفق بکل نقطة М‏ 
من المستوي نظيرتها ' M‏ بالنسبة إلى G‏ 
u = MM '(\(2‏ معناه MM `= BA +СА‏ و الدالة و 
ترفق بالنقطة М‏ النقطة' М‏ صورتها بالإنسحاب شعاعه 


u 
— و‎ G هي الدائرة التي مركزها‎ E ب) المجموعة‎ 


МА -MB -2MC =-2MG (1 @ 
[ис|=2 تکافی 4 - || 21/0 تكفئ‎ м ) 62 
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- باسخدام علاقة شال ( أستعمل النقطة 4 في 
الأشعة ,GC,GD‏ 68) و غستخدام العلاقة : 


КСА +) +1)GB +(k -1)GC +(-3k +1)GD =0 
: تجد‎ 


GA +k (AB +AC -34D )+(AB -AC +AD) 
АС =2) DB : لكي نجد‎ 

3) مجموعة النقط هي المستقيم الذي شعاع توجيهه 
DB‏ و يشمل النقطة A‏ 

1 ننشئ كما تقدم النقطتين : 
б, ={(4,2)(B,1)(C,—1)}‏ و 
={(4,2)(B,-1)(C,1)}‏ ےت و النقطة I‏ 

2 النقطة G,‏ لأن ك 
(k2+1)+(k (+ )-۸ (0‏ من أجل كل عدد حقيقي k‏ 

- باستخدام علاقة شال في المساواة : 
(k2+1)G,A =kG,C -kG,B‏ ( النقطة В‏ في 


2۳ EE ا‎ s 
k2+1 


3)إذا انطبقت N‏ على G,‏ فان G,‏ بقع على (ВС)‏ و 
يكون عندئذ معامل النقطة À‏ معدوم أي أن : 
0 -22+1 و هذا مستحيل على المجموعة IR‏ 
4)لاحظ أن الدالة f‏ متناقصة على المجال ]1+,1—[ ‹ 


الهاية الحدية الکبری هي 0 و القهاية الحدية 
|> 


سردم )0 

5( مجموعة النقط G,‏ هي القطعة المستقيمة | , 6 [G‏ من 
المستقيم الذي يوازي BC‏ و يشمل А‏ 

@: 4( المثلث ABC‏ قائم في В‏ 2( (,۲) هو 
المستقيم الموازي ل АС‏ و يشمل 

G =Í(A.1)(B.2)(C ,1(( 

(Г,) (3‏ هي الدائرة التي مرکز‌ها 

G <))۸,1()8 ,2()6 1)‏ و نصف قطرها 


R -l4c 
4 


MA -2MB +MC - 84 +BC : أ) لاحظ أن‎ ) 4 
[СА] =[ВА вс > 

ب) نعوض النقطة М‏ بالنقطة В‏ في المساواة 4( بالنسبة 
ل ' 7 لاحظ أنه و بعد التعويض 


| -5AB +2АС | 
ا‎ 
: أي‎ ара -DB +aDC =0 : نتب‎ ) @ 
مستطيل إذن‎ ABCD لکن‎ a [DA +DC ) - DB 


а=1 


: نلاحظ أن‎ (2 
و‎ u (M )=MA -MB +۸۷۷ =MD 
v (М )=CD +AD 
نفس الطويلة‎ « (M ( >u (M ( للشعاعان‎ 
مجموعة النقط هي الدائرة‎ MD = | 0 +40" 
В و تشمل النقطة‎ D التي مركزها‎ 
تكافئ‎ М '={(4,-1)(в,)(м.2)) и © 


MM دا‎ АЁ АТ 


معناه 


M "=l|(A.1)(B.1)(M ,-1( (2‏ تكافئ 
IM +111 ۲-0‏ استخلص 
3) عندما تمسح النقطة 74 الدائرة التي مركزها 4 و 
تشمل I‏ 
) النقطة ' M‏ تمسح الدائرة التي مركزها 
7 وتشمل 4 


ب) النقطة " M‏ تمسح الدائرة التي 
مركزها 8 و تشمل 1 
2МА +MB +11 - 4116 ) 2 @‏ 
ب) أكتب : ۸+ MB =MA‏ و 
МС =МА+АС‏ 
ج ) أنظر الشکل 
د) 2/.- ,АС‏ 2/&= صم 
 )3‏ نجد : 2> MG‏ دائرة مركزها © و نصف 
قطرها 2ہ = R‏ 
09 1) بما أن 1= )1+ 30-)+(1- k +(k +1)+(k‏ 
فإن G‏ معرفة من أجل كل قيمة ل k‏ 
2 لاحظ أن ABCD‏ متوازي أضلاع و بالتالي : 
АС =АВ+АР‏ إذن : 


A= [(8.(c.-D(D.1) 
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2( الرباعي ,۸800 متوازي أضلاع لأن : 
АС = ВС‏ 3) هو نصف مستقيم حده ,6 و يوازي 
(вс)‏ 
G, (1 87‏ موجود لان : 
(2т)+(1-т)+(2-т)=0‏ من أجل كل عدد حقيقي 


m 
[AC] في الثلث من‎ G = 1)4,2()8,0()6 ,1(| (2 
4 قريبا من‎ 
عبد‎ 1-т-— 2-m- 
AG, — 0 + AC 3 


4( نستعمل العلاقة المبرهنة في 3( و علاقة شال 
4( مجموعة النقط هي المسقيم الموازي ل AD‏ و يشمل 
6 


G =Í(A,2)(B,-3)(C,-5)) (1 @‏ و تکون 
|حدائيي G‏ في المعلم [A.AB.AC)‏ : اه 
ملاحظة : نتناول بنفس الطريقة 2) و 3( 
69 2) (1,0) © 3) ب) بحساب المركبتين السلمیتین 
ل ۸2و AC‏ 4) ((6()8,1-,م)!- C‏ 
N (0,5) sm 30 20‏ 103( )2.2 
={(м ,3()0,2(( (> МЇ - 7 (>‏ 1 
269 كاه 3( (5,4-) Н‏ 4( ليست في 
استقامية 
(з с(—5,6) 2 @‏ ده 4( 
G = {(4.-3)(B,-2)(C,4)} = ))۴,۰۹()>.4((‏ 
أي أن Ge(KC)‏ 
7 

بالحساب نجد : )66 Е‏ )| 

_ے js‏ ہے 
ومنه: CG =—СК‏ 
@ 1 لان : 3+7+0 2( 

11 

o (з 06-202 ОБ 

10 10 


G )5,-6( (2 @‏ 3 ) يمر المستقيم (BG)‏ بمبدأ 
المعلم О‏ إذا وفقط إذا كان : ОВ ПОС‏ 


|252 | Е ۳ 0 و‎ B'A+B'C =Û 


(a 
: 1)نكتب‎ 62 
أي‎ 6 ={{(А.1)(В.2)}(с.з)} = ))7۸,3()>,3(( 
[JC] منتصف‎ G ثم‎ © e (JC ) أن‎ 

2 الشعاعان э МА +2МВ +3MC‏ 
MA +MC‏ مرتبطان خطيا معناه MG //MI‏ حيث : 
منتصف | [АС‏ و المجموعة (Е)‏ هي المستقيم (1С)‏ 
3( يمكن لذلك استعمال النقطة × منتصف [AB]‏ 


و بملاحظة أن ي منتصف a 0С]‏ 


(= 


B C 

69 1) لاحظ أن : 
G ={{(А.1)(С.1)}(В,2)у={(1,2)(В.2))‏ 
حيث : 7 منتصف [AC]‏ و بالتالي © منتصف [IB]‏ 
(Е,) (2‏ هي الدائرة التي مركزها © و نصف قطرها 
کے پر 

4 

NA - 2۷5 +NC = ВА +BC : لاحظ أن‎ )3 
B بالنقطة‎ y للتحقق نعوض النقطة‎ 

ب) المجموعة (E,)‏ هي الدائرة مركزها G‏ و تشمل 
النقطة 8 
@ 1) المجموعة (A)‏ هي محور القطعة [GG,]‏ حيث 
G, = {(4.1)(B.1)(C.1)} :‏ 
و G,=Í(D;4)(E,-1))‏ 
2 لاحظ أن : MD -ME = ED‏ و باعتبار 
G, = !)4,1()8,-1()6 ,1((‏ المجموعة (Г)‏ هي 
الدائرة التي مركزها 
النقطة G,‏ و نصف قطرها ED‏ 
J = [(A.3(8.-2)(c.3)) 8‏ 
2 نبرهن أن : 46-6 
3( هي الدائرة مركزها 7 و نصف قطرها IA‏ 

@ 1) يكون G,‏ إذا وفقط إذا كان : )0[- k e IR‏ 

2( ذ نستعمل علاقة شال و المساواة 
kG A -0 8 +G,C =0:‏ 
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2( بنفس الطريقة لکن نعتبر المستطیلین АВС]‏ و 
JDEF‏ نبرهن أن )' G e (O 'H‏ استخلص 
الطريقة الثانية : 
G = {(О,2)(Н ,3([‏ لان مساحة المستطيل 
70 هي 2 و مساحة المستطيل AIEF‏ هي 3 


2 
11 11 1 

—,2 0 بالتا :اح حت 6 

3 | نکی 5 É‏ 
602 الطريقة 1 O, ә:‏ مركز المستطیل АВСІ‏ 
و O,‏ مركز المستطيل IDEF‏ و مركز عطالة الصفيحة 


с =[(o..2)(o,.3)) = ))6.1()6,.2(( >‏ 
وهناك طرق أخرى 
نحسب إحداثيي مرجح الجملة : 
{К a (5 ‚5) ТАТ )15:5(:7] )10,15((‏ 
e (ОА ) (2 104‏ 7 لأن : ۸ هو منتصف [СС]‏ 
و G,‏ ينتمي إلى (ОА)‏ 
3 لاحظ أن : I =Í(G,.36)(G,.36)(G,.18))‏ 


09 ا) نعتبر مركرٌ Jë‏ نٹ“ J В. АВІ‏ منتصف 
[АС |‏ المثقل بالمعامل 3 و مركز تقل المثلث CID‏ المثقل 
بالمعامل 1 

ب) هو مركز ثقل مراكز ثقل المثلثات 
ОАВ,ОАР,ОРС‏ 

ج ) هو مرجح الجملة })0,,1)(0,,4({ © О,‏ مركز 
الدائرة ذات أصغر نصف قطر 

د ) نعتبر الخمس مستطيلات الأفقية المثقل بالمعامل 5 و 

ز الثلاث مستطيلات الأخرى المثقلة ب 3 
؛ يمكن إعتبار مراكز الثلاث مربعات التي تقايس 

المربع المنزوع المثقلة بنفس المعامل | 

أو إعتبار مركز أحد المربعات المثقل 1 و المستطيل ( إتحاد 
مربعين ) المثقل 2 

99 1) الشعاعان PC 5 PB‏ مرتبطان خطيا إذن 
يوجد عدد حقيقي م بحيث : PB = pPC‏ إذن : 


55 a 2) (з H (2,6) 269 


— Х 
=1 
= Jl+x 
و × غير‎ 1+ 5x s : و نحل الجملة‎ x +10 
l+x 2 
موجود‎ 
ВС =ЕР متوازي أضلاع معناه‎ BCDE )1 للا‎ 


أي Je 5 (2 E(4,-1)‏ 
3) لدينا : ((8,:۱()0:۱(),:۱(),1)) < L‏ و 
منه : (2-,1) L‏ و نبرهن أن : ГА =3LG‏ 
(Í (4‏ استعمل خواص الجمع الشعاعي في الهندسة 
التحليلية و G‏ هو مركز تقل المثلث ABD‏ 


: نکتب‎ (5 
G = {(4.2){(8.1)(C.1)}{(D,1)(E.1)}} 
6 = {(4,2)(1.2)(. x 1()7:1()7,1(( 
K (2,1) 5 B '(4,2) (1 @ 
لاحظ أن‎ (4 16 3 7 ‚ 8)= R 3 (2 
АС = 517 
: و نلاحظ أن‎ 100GA +08 =0 : نکتب‎ @B 

5 


М, - 408 каре де 


б={(н.у(нл)(о,16)} = {(1.2)(0.16 ® 


G = {(1.1)(0,8)}‏ حيث : 7 منتصف |' [НН‏ ننشئه 


باستخدام المساواة : =Š TO‏ 76 لحساب المسافة OG‏ 
9 


Кер ۱ 
OCS OF سی‎ -sin )52,5°( نلاحظ أن‎ 


: النقط‎ )4 ,7 J) نعتبر في المعلم‎ В 
А (0,0), B (0,18),C (13,18), D (25,0) 
نحسب إحداثيي مركز‎ 
المسافات المتساوية لهذه النقط‎ 
: الطريقة الأولى‎ 
مركز‎ Н و‎ ІВСЮ مركز عطالة الصفيحة‎ )1 
عطالة الصفيحة ۸1 و بالتالي مركز عطالة الصفيحة‎ 
إذن‎ H و‎ О Ае هو مركز‎ ABCDEF 
0 € (OH ) 
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وبالتالي G e (BJ)‏ 
GM '=—2СМ (=‏ ه ) التحويل هو تحاكي مركزه 
G‏ و نسبته )-2( 
)١ (3‏ المجموعة (Е)‏ هي الدائرة التي قطرها [' 'С‏ ] 
حيث В',С'‏ صورتا В,С‏ بالإنسحاب 
ب) المجموعة ) (E,‏ هي الدائرة التي قطرها [" [B "C‏ 
حيث В',С'‏ صورتا В,С‏ بالتحاكي 

1( بالتبادل الداخلي 07 - 1۸0 و 


CDA - 8‏ استخلص 
و باستخدام مبرهنة طالیس یمکن أن نکتب 
کا AD - 40 a‏ و منه النتيجة 
IC AD‏ 
وو لسار ы‏ ديفن أن ن نكتب : 
IC AC‏ 
bIB =cCI‏ و بالتالي : I ={(B,b)(C,c)}‏ 
3( 


аОА + bOB + 06ء‎ = و٥۸‎ + (bOI +bIB + cO +cIC) 

00۸+ bOB + 06 = a0A + (b (0 

I=Í(B.b)(C.c)) : لان‎ 

و ہما آن : O =[(A,a)(B.,b)(C.c))‏ فان : 

О є(АГ) : و بالتالي‎ аОА +(Ь +c)OI =0 

و بطريقة مماثلة نبرهن أن : ) e (CK‏ 0و О e(BJ)‏ 
-I‏ 1) )و ب) لاحظ أن : مساحة ( 8' 44 ) 


АВ ДАЙ е 
2 2 
ZAC = 6 = ) ۸۸۲ ( و أن : مساحة‎ 
A AB 9 
d A'B AC 


و بالتالي : ((»,»)(,8)) А'=‏ 
2 نتناول بنفس الطريقة 
3( نعتبر العبارة الشعاعية : +cIC‏ 08+ ۵1۸ و نکتبها 
على ثلاثة طرق كما في التمرین 113 


AK AK : 2 
— мые си: : لاحظ أن‎ )1)1 HI 
EE EF ар 
KC 6 ` 


ب) بجداء الوسطين و الطرفين ) استعمل الأشعة مع مراعاة 
التوجيه ( نجد : })8 K =Í(C.tgy)(B tg‏ 
ج) نتناول بنفس الطريقة 

د) انظر الفرع I‏ 


Q م و بنفس الطريقة بالنسبة ل‎ ={(В,1)(С,—р)} 
R 5 
: نستعمل السؤال السابق لإثبات أن‎ (2 


Е |: P, 
1—4 p-1 
РО // РК نستعمل‎ )3 
РС =+BC (4 
هو نقطة تقاطع المتوسطين في‎ G لاحظ أن‎ (2 
هو مركز ثقله‎ © О АВС المثلث‎ 
K ={(A,1)(B,1)(C,1)(C,-2)} : =S (= (3 
={(G,3)(C,-2)} 
: أ) من العلاقة )1( و باستعمال علاقة شال نجد‎ (4 
AD +340 -2AC =0 
: ب) نكتب‎ 
A = {(D.1)(6.3)(C.-2)} = {(р.1)(к„)) 
[AI] هي محور القطعة‎ (Е) المجموعة‎ (5 
: موجود إذا و فقط إذا كان‎ 7, ) 6 
1„ =Í(D.m)(K ب( نكتب : إ(1,‎ m 17ء‎ -)-1( 
و العلاقة‎ 


الشعاعية : 0= mI D +1 K‏ و علاقة 
شال 
ج ) الدالة متناقصة تماما على مجموعة تعريفها 
د ) و المحل الهندسي للنقطة Т‏ هو المستقيم 
(AD)‏ بإستثناء D‏ 
© 1) المحل الهندسي للنقطة ,7 هو المستقيم ۸ الذي 
يشمل ۸ و يوازي BC‏ 
3( في المعلم ) (А,АВ,АС‏ النقطة 7 هي نقاطع 
(BG, )‏ و محور التراتیب و يمكن لذلك تعیین معادلة 
المستقيم ) (BG,‏ و نفس الشيء بالنسبة للنقطة 
Ц) J‏ مع محور الفواصل ( 
و للبرهان على أن النقط 7,7,0 في استقامية 
نعبر عن 07 بدلالة 07 
® ) لاجل 1—= k‏ 
MM ١-214 )‏ ب) التحویل هو (نسحاب 
شعاعه 21۸ 
2 لاجل :2= ۸ ج ) نکتب : 


G - ))4.2()8,-1()6.2(( ((-.ھ)(7,1))-‎ 
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f يطلب دراسة تغيرات الدالة‎ - I 
۸ ')4,8( حيث‎ [АА | المستقيمة‎ 
[00 '] هي القطعة المستقيمة‎ L المحل الهندسي للنقطة‎ 
0')0,8( == 


G (=‏ ثابتة لان : اه وبما أن : 


کی T‏ 
| 5 ,80 ,0 تتغير على المستقيم الذي 


3 
x = : معادلته‎ 
3 
=) 041 ( و مساحة‎ 2k =) AKL ( مساحة‎ (2 
2(8-k) 


(Í (3‏ لأجل ذلك نحسب إحداثيي النقطتين G,‏ و G,‏ ثم 
نحسب احدائيي G‏ مرجح النقطتين С,‏ و G,‏ 

المثقلتين بالعددین 2k‏ و ( 2)8-۸ على الترتیب 

ب) نتحقق أن إحداثيي النقطة G‏ تحقق معادلة الدالة f‏ 
ومجموعة النقط G‏ هي النقط من منحني الدالة f‏ و التي 
فواصل إحداثييها من المجال [8 , 0] 
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الزوايا الموجهة 
الکفاءات المستهدفة Wy i‏ 


раа 
ОЕ 

< تعيين أقياس زاوية موجهة لشعاعين. 

توظيف دساتير التحويل المتعلقة بجيب التمام 
و بالجيب في حل مسائل مثلثية. 

< حل معادلات و متراجحات مثلثية. 


يعتمد هذا الفصل على المعارف السابقة ( الدائرة المثلثية » لف المجموعة R‏ على الدائرة 
المثلثية ء الراديان ء الدالتين (cos ysin‏ . 
أهم النقط التي تعالج خلال هذا الفصل هي : 
لله تعليم АШЫ‏ على الدائرة المثلثیة بعدد معرف بتقريب مضاعف للعدد 27 
لله مفهوم الزاوية الموجهة ( نعرف القياس انطلاقا من التعليم على الدائرة دون اللجوء الى 
الأقواس الموجهة ) 
لله التعليم القطبي لنقطة М‏ ء ) OM=r( cosi+sinj‏ 
( الإنتقال من الإحداثيات القطبية الى الديكارتية و العكس ‹ حل معادلات مثلثیة بسيطة ( 


لله دساتير الجمع باستعمال التعليم القطبي 
Ф‏ المتراجحات المثلثیة البسيطة ) استعمال الآلة الحاسبة ( 
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النشاط الرابع : 
الهدف : تعيين الصور بمعرفة أطوال الأقواس مع مراعاة 
الإتجاه 

1( - تعيين النقطة с‏ باعتبار أن المثلث OAC‏ 
متقايس الأضلاع ) C‏ على يمين À‏ ) 

= تعيين النقطة D‏ بتنصيف القوس DD’‏ حيث р'‏ 
نظيرة D‏ بالنسبة للنقطة O‏ مرتين ) مع مراعاة الإتجاه ) 
- تعیین النقطة E‏ بأخذ القوس РЕ?‏ مرتين في الإتجاه 
السالب انطلاقا من Р‏ حیث ОРЕ'‏ مثلث متقایس 
الاضلاع و E'‏ على یمین D‏ 

— تین النقطة F‏ بتصیف القوس ЁР?‏ باعتبار أن 
المثلث ОЕЕ'‏ متقایس الأضلاع ( F'‏ على یمین (Е‏ 
الفروع 2 - 3 - 4 بنفس الطريقة و أخذ الاقیاس 
الرئيسية . 


الأعمال الموجهة 

أعمال مو جهة )1 ( : 
-1- المتراجحات المثلثية من الشکل Cosx <a‏ 
الهدف : حل متراجحات مثلثية 
а<—] (1‏ المتراجحة لا تقبل حلا و а>—1‏ 
المتراجحة محققة دوما لأن 1> —1<Cosx‏ من أجل 
كل عدد حقيقي X‏ 
da ay 1> > -1 (2‏ © و ( - ) حيث 
Соха = Соѕ(-а) =а‏ و- < 7 و بالتالي М‏ 
نظيرة ' 14 بالنسبة لمحور الفواصل 

مجموعة النقط من الدائرة المثلثية و التي فواصلها 


أصغر من a‏ هي نقط القوس ' MM‏ ( نحو الإتجاه 


الموجب ) 

|æ, 22 - حلول المتراجحة (1) هي أنه‎ 
л 5л е 
з سی‎ 


جم ںا م 5 -za‏ ,5 
5 3 15 16 16 


- 


أعما 2( : 
-1- معادلات من الشکل Cosu =Sinv‏ 
الهدف : حل المعادلات من الشکل Cosu = Siny‏ 


الأنشطة 
النشاط الأول : 
- الهدف : تحويل الدرجات الى راديان و العكس 
النتائج هي : 


142,5:10.5:52,5:75:67,5:——:—:—:—:— 
3 12 5 8 12 

- تعيين صور أعداد حقيقية على الدائرة المثلثية 
C (1‏ نظيرة A‏ بالنسبة للنقطة O‏ 

( OJ ) بالنسبة للمستقيم‎ A نظيرة‎ B (2 

D (3‏ نظيرة A‏ بالنسبة للمستقيم ( 01 ) 

E )‏ نظيرة ۸ بالنسبة للمنصف الاول 
( 

( 

( 

( 


T 


5( ۲ نظيرة E‏ بالنسبة للمستقيم (ОЈ)‏ 
6( فظيرة E‏ بالنسبة للنقطة О‏ 
H (7‏ نظيرة E‏ بالنسبة للمستقيم ( 01 ( 
8( النقط المرفقة هي على الترتيب : 
Е;В‏ 
M (9‏ هي نقطة تقاطع ) C‏ ) مع منصف الزاوية FOJ‏ 
النشاط الثالث : 
- الهدف : تعيين الصور بمعرفة أطوال الأقواس 
1( تعيين النقطة C‏ ( باستعمال المدور ) تنصيف القوس 
АА”‏ مويق Физ‏ رت АОЛ OA‏ رة A‏ 
ا >( 
ай х‏ الین € حت 
۲ مثلث متقايس الأضلاع ( C'‏ على يسار (С‏ 
تفي النقطة E‏ تيف 0 
نظيرة D‏ بالنسبة للنقطة O‏ 
узд‏ النقطة:1 بأحة 5 مر ات СР йй‏ انطلاها کن 
Е‏ ( نحو الإتجاه الموجب ( 


2( تصحيح : تكتب مرة أخرى == 08.06 


Н;Е;С;С;р; 


تعيين 1 بأخذ القوس АС‏ ثلاث مرات انطلاقا من С‏ 
( نحو الإتجاه الموجب ) 

تعيين E‏ بتنصيف القوس РР!‏ حيث D'‏ نظيرة D‏ 
2ھ 

کین ГЕ ЕБЕ‏ ااا من 8 کک 
الإتجاه الموجب حيث EOF'‏ مثلث متفايس الأضلاع 
F')‏ على يسار ) 

تصحيح : في الفرعين 3) و 4) نأخذ كذلك 

)0۸,06( 5 


نتبع نفس الطريقة لتحديد النقط E; D‏ : ۴ مع أخذ القيس 
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а а 


27 و يكون مضاعف‎ у-Х نحسب‎ 24 
2 а 2147 1 8 
3 3 ` 1 
з ات‎ 2 
2 2 
7 7217 
L erga 7 
5 5 
20077 
Л > كك‎ се .4 


8 1. القيس الرئيسي للزاوية [02,06) هو ЕЗ‏ 
2 القيس الرئيسي للزاوية 0 OE‏ 
3. القيس الرئيسي للزاوية 


2 
4. القيس الرئيسي للزاوية те‏ 


чү‏ زا 

داح ۱5 

М2 
$ 


5. القيس الرئيسي للزاوية د 
6. القيس ВС | Gospa sa‏ 
© 1. القيس الرئيسي تشم 7 с)‏ 
2. القيس الرئيسي للزاوية (АБ, АС)‏ هو 0 


3 لقیس الرئيسي للزاوية (БС, ВА)‏ 7 
ل الرئيسي للزاوية (ВА, AD)‏ > || 


5 4 3 را2‎ 30 
л TF 7 | 7 л 
2 2 2: 2 2 

EN (=) .3 0 2 6 . 0 
3 3 3 

التكرار 4. 

3 

А = مأو‎ 2- 2 0081 6 

A=2sinx (37 

А =—со$х 8 

А =—2со$х (39 

А = -2 518 (40 

A=tanx 1 


J 


7.0 1 42 
2 2 


$ raza 21 клік 2 
4 2 24 
237 л ۲ `. 297 5л 
وه 94 ود‎ 48 A 2° 
М معدلات من الشكل‎ -2- 
aCosx +bSinx =c 
aCosx +Ь5їпх =c الهدف : حل معادلات من الشکل‎ 


: وت‎ е2) : تطبيق‎ 
«e و و 2 دوق‎ Т + ПЕ є 7, 
2 6 


eZ‏ ۷۱+ ,+1 - رک 
2 4 


m>2 * -4‏ أو 2—< Š ٠ т‏ مجموعة خالية 


7-=Сова نضع‎ -2<mx<2 * 


التمارين 
أصحيح أم خاطئ : من1 إلى 8 
رقم 
السؤال 1 2 3 4 
الحکم | خاطئ | خاطئ ههام 
رقم 
السؤال 5 6 7 8 
أسئلة متعددة الاختيارات : من 9 ЕТ: E‏ 
رقم 
السؤال 9 10 11 12 13 14 | 15 16 
ча‏ 2 2 3 1 3 3 1 1 
الصحيحة 
17 
5 أصغر 
5 القیس ۲ — 
القیس × 1 قيس АОВ‏ 
الرئيسي К‏ 
z 3 Z Z‏ 
3 3 3 3 
33z‏ | 3 | عد | 3 
3 4 4 4 
20077 
7 7 7 
3 
4937 7 7 7 
مود وو si‏ 
3 3 2 6 
9 المثلث ABC‏ قائم في C‏ 


(A.C )=& 20 
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5 تصحيح: عوض ЁЗ‏ نكتب 22 


cosx-sinx .2 


۹/3 1 3 l. 
سب @ ملاحظة:الدائرة الوسطى غير مضبوطة على الرسم‎ 4 о .3 
کر اه‎ ۱ da2) ۱ 2653 д2) 57 М6 +۷2 عتےں‎ 6-2 
> ; , ; sin — =—— cos—=— — —.(2 @ 
3 6 4 3 12 4 12 4 
л 4л 2л Ir л Z 
ر]‎ 2: |. B'| 4;— | . بوضع: —+—=— :2 إلى‎ (3 
(2-5) ваат), аот, paa 1ی‎ 
ON = 7 < 0131-1 باستعمال دساتير التحويل من النصف إلى الضعف‎ 45 
و‎ Л 3 : 4 
۱ с ом) القيس الرئيسي ل‎ .7 | усуе À — © © 
мек 3 7 
سو وج و ضع و رت لقیس الرئيسي [- = :7) هو‎ 
7 3 
7 ‹ taa(——x)=-—— ‹ tanx = — .(3 
а 7 00 القيس‎ 5 ) 4 l 
л t _ 4 
۷22 3 ç m(1-2) 3 аш ل‎ 
69 ç х= + ұл هي:‎ M 1).قیم × المرفقة للنقطة‎ 4 
4 3 2 I 3 ۱ 
л 
х=——+2Кл هى:‎ М المرفقة للنقطة‎ x قيم‎ 
اد دا‎ EY ea رما یں‎ 
: الاستنتاج‎ созх = + : إضافة العبارة‎ (2 
] 8 | 7 | 6 | 5 | | 
1 7 x = + و2‎ - + kr 
ДЕ) 4-29) ( 243:2) )-2:-2( 3 3 
4 4 | 37 117 ۰ л 56 
او‎ SFT (2 ç ET E او‎ 00 
37 Зл, 7 5л 
х=——.(4 ç X = — | x=—.(3 ع‎ x=— 
22:72. 70 2 ( 4 ` 4 ( 4 
12 ۲ л 
| سس زر‎ .)2 ç X=—— y х=. 
2cos2x=l+cos2x .)1 تب 2 اق 1 باستعمال العلاقة:‎ 9 
— 57 ; л 5л 
$1 л 6-0 و‎ кй ۸۷6+۷2 (2 кее ل‎ 
12 4 12 4 
5л Зл Ir л. 37 1 
— = سے‎ — — =m- تست = ,از او تسد( = بملاحظة أن:‎ (4 
8 8 8 Т 2 4 
РЕ 48 . Sinx = у و‎ cos” x - 1- “مذو‎ х بوضع:‎ (61 
*=ту (2 ۰ cos2x=— . (74 sin 2х = 2sin 3.6053 بوضع:‎ 62 
2 . 2 {+ 
cos“ 1-518 х=со$2х بملاحظة أن:‎ (63 
sin 2x = 56, соз2х =! (175 
А 7 
= — ‹ 002 0 : بوضع‎ .(3 
وضع‎ .)2۰ Sinx=y وضع‎ .)1 8 


л= (+43) соѕх= у وضع‎ .(3 ۰ соѕх= у 
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.4 С(х) = چم‎ 20005 +1) .3 
B(x) Шм D(x) وضع‎ 


x x 
D(x) =sin—(2sin—+1 
(x) 0 7 ) 


5 بضرب طرفي الكسر بالعدد : )= (cos + эш‏ 


3 (о 6 
2 
5 1+ соѕ 2х 7 
cos “== باستعمال العلاقتين:‎ 7 
5 1- соѕ2х 
sin == 
ملاحظة ترميز قيس الزاوية‎ [;oc]= --2 .)1 8 


рос) بدل‎ ioc الموجهة‎ 
5 с43;-1)< 42-2) (2 
в +1;3-1) (4 . Al; 8) -6 


Ой 5‏ یک اھت 
12 
7 2+ 6 7 
cos— = ‚(6 В| 242; —‏ 
:2 ( 4 12 
шы 7‏ 
4 12 
л‏ . 27 
х= — ./ 89‏ أو x=—‏ ‚ 
* و و 


f'(x) = sin x + ۹10) + 5 +Sin(x + ر‎ .(2 


3(. بما أنه من أجل كل عدد حقيقي X‏ ء 
f(x) = 0‏ (الدالة المعدومة) فانه من أجل كل عدد حقيقي 


РО) =0 х 
sin х + ۲ +21) + ۲ +25 =0 أي:‎ 


عوض لتكن النقطة (/۸)1:0ذات الإحداثيات القطبية 


نكتب لتكن النقطة 4 ذات الإحداثيات القطبية (о)‏ 
0 1(. ۳ 
В А‏ 
1 
б‏ 


2(. صورة C‏ هي A‏ 
5). نستنتج أن: 0 = 00+ 0۸+0۵ 


21 


бш‏ لے 
ОС А‏ 
سب + sin(@‏ 

( 2 ) 


2 
_ 0 а) 
« ОВ 


i 7 
5111) سب + ير‎ 
( T 


COS 0 


sina 


و باستعمال العلاقة الشعاعية السابقة نستنتج أن: 


Cos а + СО$(@ + m) + تے + )ومن‎ - 0 


2 4 
sin a + sin(a + 3) + sin(a +— - 0 و‎ 
« E(x) =cos x.sin .(1 
| 7 81 
 X=kz أو‎ ке (2 


۶0۵-1 ۰, در ہج‎ .(3 
« cos3x = 4cos? x—3cosx .)1 2 
sin Зх = 3sin x—4sin` x 

2( در D, = D, - R-Fr‏ < 
B=2 ‹ A=4cos2x‏ 
ملاحظة : ترقيم الفرع الثاني ء 2. بسط العبارتین التاليتين. 


A(x) = cos 2102 005 x +1) 
B(x) = sin x(2sin x +1) 


.1 
.2 


83 


5). من العلاقة الشعاعية: 


Jë مركز‎ О لان‎ 04 + 08 + 06 + 00 + ОЕ = 0 
. ABCDE الخماسي‎ 


Hau йй “= 0 


sin 3x = —sin 2х .(2 


sin x.(4 cos” x —]) = —2sin x.cos x 


sin x.(4cos? x —I+2cosx)=0  نئفاكي‎ 


يكافئن  sin x =0 3 (4cos?x+2cosx-1)=0‏ 
بوضع: Cosx‏ = ل و حل معادلة من الدرجة 2 


2л _ 5-1 TA 1+5 5 
5 4 4 


17 БЕ! 
COS 5 = 4 
122.2. а.) А(2;0).(1 94 


OAB . (2‏ متساوي الساقین › == @ 
3(. | :2-2 1 
2 - 

А202 12 .(4‏ دون 


4). من S олм s Sor 5 Soap‏ ينتج 
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الأشعة في الفضاء 


< إنشاء مقطع مكعب و رباعي وجوه بمستو . 

< ممارسة الحساب الشعاعي في الفضاء . 

< استعمال الأشعة لإثبات توازي شعاعين و استقامية 
ثلاث نقط. 


> البرهان على أن أشعة من نفس المستوي 


# ينقسم هذا الفصل إلى جزأين يتضمن الأول تعيين المقاطع المستوية لمكعب 

و لرباعي وجوه في الفضاء و هو خاص بشعبتي الرياضيات و تقني رياضي بينما يعالج 

الجزء الثاني الحساب الشعاعي في الفضاء. 

٭ يتم في هذا الفصل تمدید خواص الحساب الشعاعي من المستوي إلى الفضاء كما يتم 
تعریف مفهوم الاشعة من نفس المستوي. 

s$‏ يسمح هذا الفصل كذلك بإعادة استشمار نتائج الهندسة الفضائية المدروسة في السنة 
الاولی من خلال تعيين المقاطع المستوية لمکعب أو لرباعي وجوه. 

*» تعتبر المسائل المتتو عة المقترحة والتی نتضمن التوازي الارتباط الخطي 

و الاستقامية ...> فرصا سانحة لتوظيف البرهان الرياضي. 
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الأنشطة 
النشاط 1 ۰ 
1( الوجهان ABFE‏ و DCGH‏ متوازیان 
و بالتالي: ( (LJ )// (ЕТ‏ 
2( كذلك (IK )// (EL)‏ 


3( تقاطع المستوي مع الوجه BCGF‏ هي القطعة [ [KJ‏ 


0 


АС =-АЕ و‎ FA = BA (2 


x = (3 
2 
(BE \// (FG) (4 


النشاط ۰4 
الهدف: إثبات أن ثلاث أشعة من نفس المستوي. 


77 2 ۳ EH @ ` 
7 2 
:5 النشاط‎ 


الهدف: إنجاز برهان لخاصية. 
1) لدينا: АТ - ۸0 +GG'+GT‏ و باستعمال علاقات 
مماثلة وعلما أن 0 - АС + 80 +CG + 5G‏ 
و 0 = 01+ GI +07 +6 K‏ و بعد الجمع نتحصل 
على المطلوب. 
2( بديهي. 
3( تبين أن: 0 - AG, +BG, +СС, + DG,‏ 
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[I | هو القطعة‎ (ABD) 


4) تقاطع المستوي مع المكعب هو الخماسي IELJK‏ 


النشاط 2 ۰ 
الهدف : تعيين مقطع رباعي وجوه بمستو. 
تصحيح: E‏ نظيرة В‏ عوض النقطة F‏ 


E‏ س 
' ا - 
5 3 ' ارچ 
ال ا NU‏ و 
„ме...‏ . 
N‏ یہ حم 
BK АЖ ` —‏ 
— — سي — = = 
Кы. аы —‏ اھ ras‏ 
O ы‏ 
` © 
R‏ 
3 


1( تقاطع (Р)‏ مع المستوي 
(CD) (2‏ يوازي كلا من( (P‏ و المستوي ( (ВСР‏ 


بالتالي فهو بوازي تقاطعهما.و لدينا كذلك £ نقطة مشتركة 


3( النقطة 7 مشتركة بين المستويين (АВС )» (Р)‏ 
4( أنظر الشكل. 


النشاط 3 ۰ 
الهدف : إثبات أن مستقيمين من الفضاء متوازيان. 


الأعمال الموجهة الحالة الخاصة: 


من العلاقة ВЕ =k BC‏ نستنتج أن: 


مبرهنة منلاوس з‏ 
1( بتطبيق مبرهنة طالس في وضعيتين مختلفتين نتحصل و من АЕ - 24/7 АА‏ نستنتج أن: 
е‏ د )FA +k FD =0 а.‏ -1) 
لدينا э КЕ — < ——əR x —— А=—х С‏ 35 _ 
МВ PB ОС” x‏ لدینا: JHA +k HD = НЕ‏ 1-1) 
و منه النتيجة. و JHB +k HC = HE‏ 4 -]) و علما 
И (2‏ آن: 0 = HE +HF‏ نجد المطلوب. 
نثبت بكل سهولة أن: 0 - )HI +k HJ‏ -1) و بالتالي 
فالنقطة في استقامية. 
R‏ 
تمارين 
1 @ ( خاطئ . 2( صحيح . 3( خاطئ. 
U‏ 
"Ө‏ خاطئ . 2) خاطئ . 3) صحيح . 
ИР ñ‏ فاط : 
+ @ 0 خاطئ . 2) صحیح . 3( خاطئ. 
Š‏ @ جابة 2 هي الصحيحة 


المستقيمان ( (UT‏ و ) (DF‏ يتقاطعان في النقطة М‏ 


@ هذا التمرين خاص بالفصل العاشر(الإجابة الثالثة) 
بتطبيق النتيجة السابقة على المثلثين DEF‏ و DGF‏ 


Саа‏ على кайый‏ 6 هذا التمرين خاص بالفصل العاشر( الإجابة الثانية) 
ч‏ 7 تقاطع المستويين ( (AID‏ و( (ABJ‏ هو 
م المستقيم ( (А G‏ حيث G‏ مركز تقل المثلث 8٣‏ . 
А x `‏ تقاطع المستويين ) (A DI‏ و ( (CDK‏ هو 
к‏ المستقيم (AG')‏ حيث G'‏ مركز ثقل .ABC‏ 
н / X?‏ 
Шы,‏ — 
i ==.‏ سس < 


لدینا a‏ وت ا و 
WI XJ YK ZH‏ 


تنتمي إلى نفس المستوي. 


المرجح و الاستقامية 
الهدف: إثبات استقامية ثلاث نقط باستعمال المرجح. 


المثال: من 27-7 و 88-86 نجد مثلا: 


46017 - 308 +00 و‎ 3207 =GA +2GD 
СА +308 +60 +2GD =0 أن‎ Lle بالجمع و‎ 
АСЕ +307 = 0 نتحصل على العلاقة:‎ 
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8 المستویان ( (SAB‏ و ( (SCD‏ يتقاطعان وفق 
المستقيم الذي يشمل النقطة S‏ و يوازي ( „(АВ‏ 
КЕ‏ و( (SBD‏ يتقاطعان وفق 

لمستقيم )50( حيث О‏ مركز .ABCD‏ 
рур EO ›@‏ 
(S `‏ و( (SBC‏ يتقاطعان وفق 
Са Оев а‏ 
0" و ( (SCD‏ يتقاطعان وفق 
المستقیم الذي يشمل النقطة S‏ و يوازي (Ар)‏ 


لتكن 7 و 7 نقطتي تقاطع (D)e (д)‏ و (/2) على 
الترتيب.لتكن F, E‏ نقطتي تقاطع ("0) (Р)‏ 

و (0) على الترتيب. المستوي (('۸,)70) يقطع (Р)‏ 
(О),‏ في نقطة'۸ نقطة تقاطع المستقیم ( (EA‏ مع 
المستقيم تقاطع المستويين (О) (Р)‏ النقطة 7 هي إذن 
تقاطع المستقيمين (FA)‏ مع( LÍ. (D‏ النقطة J‏ فهي تقاطع 
المستقيمين ( (FE‏ و (АТ)‏ 


للا المستقيم الذي يشمل ۸ و يوازي( 2) (R)‏ 
2 في نقطة'4. المستقيم الذي يشمل النقطة B‏ و يوازي(0) 
يقطع ( (R‏ في نقطة ' 8. التقاطع المطلوب هو ОЗ‏ 
المستقيم (/4/8). تقاطع ( (AB‏ مع الستوي ( (R‏ هي 
النقطة 7 تقاطع المستقيمين ( (AB‏ و (' 4/8). 


تقاطع المستوي (Р)‏ مع المستوي ( (EBG‏ هو 
تقاطع المستوي ( ۸) مع المستقيم ( (AB‏ هي النقطة 7. المستقيم (,161). 
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الحالة2: (Р)‏ و (") غير متوازيين 
المستقيمات التي تقطع (D') (D)‏ و (л)‏ معا هي 
المستقيمات من المستوي (Р)‏ و التي تشمل 7. 


21 يكفي أن لا تنتمي النقطة А‏ إلى المستوي المحدد 
بالمستقيمين ( (D‏ و (D')‏ و في هذه الحالة تقاطع المستويين 
(A.(D))‏ د(('4,)2) هو المستقيم (04). 

® المستوي المعین (D)=‏ و4 هو المستوي ( 7). 


إذا كان المستقيمان( (D‏ و (АВ)‏ من نفس المستوي تنتمي 
عندئذ النقطة 8 إلى المستوي (Р)‏ و هذا تناقض. 


(IJ) 26‏ يوازي (12) و (JK)‏ يوازي (П,)‏ 
المقطع هو المستطيل .1711 


9 في حالة عدم توازي(17) (Ав):‏ فان المستقيم 
الذي يشمل S‏ و يوازي ( ۸) يقطع (IJ)‏ في Е‏ 
المستويان ( (SAB‏ و( (SDC‏ يتقاطعان وفق ( (SE‏ 
(КЕ), (17)‏ يقطعان ( ۰)5۸( (5С )‹(5В‏ 

و (SD)‏ في أربع نقط 2535 7ء F, «Р,‏ و F,‏ على 
الترتيب.تقاطع ( (IJK‏ مع المستويات ( (SBC ) (SAB‏ 
(SDC) (SAD)‏ هي على الترتيب المستقيمات 
(АЕ,) (РЕ, ) (EE) (FE)‏ 

ملاحظة: يمكن دراسة حالة التوازي. 


ا تصحيح: А‏ و B's 4'.: .(D)o В‏ من(م). 
المستقیمان ( (D‏ و (D')‏ يعينان مستويا فهو يحوي 
إذن المستقيمين (' (АА‏ و (BB')‏ فهما إذن إما متقاطعان 


و إما متوازيان. 


® نستعمل البرهان بالخلف: المستقيم ( (ВС‏ محتوى في 
المستوي (7). إذن لو كانت ۰۸ 8 و C‏ في استقامية 
لکانت А‏ نقطة من( ) و هذا تناقض. 

بما أنها ليست على استقامة واحدة فهي تعين مستويا. 


(MN ( 19‏ محتوى في المستوي ( (АВС‏ المستويان 
(АВС)‏ و ( (BCD‏ يتقاطعان وفق ( (BC‏ و بالتالي 
فالمستقيم ( (MN‏ يقطع ( (BCD‏ في نقطة ۲ من 
المستقيم ( ‚(ВС‏ 

ننجز برهانا مماثلا بالنسبة لكل من ' M‏ و ' .N‏ 

(руи) aaa ©9 

المستقيمات التي تقطع (D') (D)‏ و (л)‏ معا هي 
المستقيمات من المستوي (Р)‏ التي تشمل 7 و تقطع ( (1). 
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А 
D 
B 
С 

المستوي (Р)‏ يقطع الوجه ABC‏ وفق قطعة ملاحظة: التمارين من 31 إلى 50 خاصة بالفصل 
توازي (АВ)‏ أي ] [IE‏ و يقطع الوجه ABD‏ وفق العاشر. 

قطعة توازي [IF Jigi (ав)‏ © تصحیح: (D,A,C,H)‏ عوض (4.,6,5,©6) 
المقطع هو الرباعي 1711. و .(E,F,C,K )ضgse (D,A,B,H)‏ 
29 ۲ @ ( 7,6 ©,4) معلم متعامد فقط. 


(A,C,D,F)‏ ليس معلما. 
(E ,F,C,K (‏ معلم У‏ متعامد و لا متجانس. 


(АВ) (АЕ) ۰۸ (1۸۸۸ ( 33 
.AB =AD =AE s (AE)1 (AD); B ۱ 
.G (1,1,1) «C (1,1,0) ۰8 (1,0,0) ۰۸ (0,0,0) 


3 G 
نفس اعتبارات التمرين السابق.‎ 34 
Ahanda نفس أعفبار‎ 35 
6 
AB -43 © ‚ЕЕС المقطع هو الثلث‎ 


30 لمستقيم ( FB‏ ) هو تقاطع المستويين ( (АВЕЕ‏ ® تطبيق مبرهنة فيتاغورث 
(ВССЕ‏ الذي يشمل ( ,7 7) و بالتالي فان نقا 
(ВССЕ)›‏ الذي پت لي فإن تقاطع © ۰۱2« 
(ABFE)‏ مع ( ,1 1) هو تقاطع ( (ЕВ‏ مع(.,1). 
نسمي ,1 نقطة التقاطع. بما (ABFE)/(DCGH)j‏ @ ال مب 1= «AC‏ 20-22 


ننشئ من Г‏ المستقيم الموازي ل( ,7,7) و لتکن, 1 لدينا: =AC‏ 48 . المثلث АВС‏ متساوي الساقين. 
نقطة تقاطعه مع المستة المقطع هو إذر 
مع المستقيم ( (DH‏ المقطع هو ОЗ)‏ @ درس کل الحالات =AC‏ ۸8ء AB =ВС‏ ... 
السداسي АВ =AC . J KLI ML‏ 
ندرس الحالة: 
АВ =ВС‏ 
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@ تنتمي النقطة (1,1,2) A‏ إلى كل من المستويات التي .(BD)1 (CH);‏ نستنتج هكذا أن الارتفاعات ( (РН‏ 


معادلاتها = у =l ¿x‏ و2 -ح ج. ) (BH‏ و( (CH‏ تتلاقى في النقطة 77. 
تنتمي النقط إلى الدائرة التي مركزها النقطة (3,4,2) H‏ 
و نصف قطرها ١/13‏ . 51 


تصحیح: عوض ] [AD] [cp‏ 
‘Ма? =мв* @‏ 
@ نفس المنهجية السابقة 
2۲-09 و منه: 22-80 + x+y‏ 
® المسافة بين النقطة 0 و الستوي() هي 2 بینما 
نصف قطر سطح الكرة هو 3 = 0۸. إذن سطح الكرة یقطع 

2 27 ч 

المستوي وفق دائرة معادلتها 77 +y‏ | 


2 
х?+у?=9 46 


© 5 +2 مقطع رباعي الوجوه بالمستوي الذي يشمل النقطة Е‏ و 
يوازي (АВ)‏ و A (AD)‏ المثلث „EIJ‏ 


® نفس منهجية التمرین السابق. 
ЕВ = EG = 0 @‏ لأنها أقطار لوجوه نفس المكعب. @ عو د و وق 
المثلث ЕВС‏ متقايس الأضلاع. (AC) (АВ анааан‏ 
و( (BC‏ مع المستوي (۶) أي В'‹А'‏ و '0 تنتمي 
50 إلى مستقيم التقاطع فهي إذن في استقامية. 
٭ النقط 17ء ۸ و 8 تعين مستويا يقطع المستوي (Р)‏ 
وفق مستقيم و بالتالي يقطع المستقيمان ) (MA‏ و ( (МВ‏ 
المستوي (Р)‏ في نقطتين ,۸ و ,8 على الترتيب. 
كذلك المستوي ( (СА M‏ بقطع المستوي (Р)‏ وفق مستقيم 
فنحصل على نقطتين ,۸ و .C‏ 
المستوي ( (AMB‏ يقطع (Р)‏ وفق مستقيم يشمل 
النقطة ' C‏ لأن ( (AB‏ محتوى في ( (AMB‏ فهو 
(Р)‏ في .C'‏ إذن (A B.)‏ يمر من النقطة .C'‏ 
بطريقة مماثلة نثبت أن (B C,)‏ يمر من النقطة' ۸ 
المستويات ( (ВАН )‹(АРЮН‏ و ( (ACH‏ تتقاطع و(,4,6) يمر من النقطة '8 . 
وفق ( (AH ).. (AH‏ عمودي على المستوي ( (ВСР‏ 
فهو إذن عمودي على (ВС)‏ و *) (DH‏ ل э.(ВС)‏ 
بطریقة مماثلة نثبت أن: ( (рс) (BH‏ 
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التعليم في الفضاء ١.‏ 


تعليم نقط أعطيت إحداثياتها. 

تعيين معادلة لمستو مواز لأحد مستویات الإحداثيات. 

تعيين معادلات مستقيم معرف بنقطة و شعاع توجيه له. 

إثبات أن أشعة معطاة تنتمي إلى نفس المستوي. 

استعمال مبرهنة فيثاغورس لإيجاد المسافة بين نقطتين. 

استعمال دستور المسافة بين نقطتين لتعيين مجموعة 
نقط تحقق خاصية ما. 


}+ استعمال الإحداثيات لحل مسائل مرتبطة بالاستقاميةء التوازي» الأشعة من نفس 


المستوي... 


4% تعيين المعادلة الديكارتية لكل من سطح الكرة المخروط الدوراني» الاسطوانة 


الدورانية» المستوي الموازي لأحد مستويات الإحداثيات... 
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النشاط 4“ 
الهدف :دراسة تقاطع مخروط دوراني مع مستو. 


5 ,,16 2 | 3 
تصحيح: —_ حاتت 
x 4 А 9‏ 
(У) 8‏ دائرة مركزها النقطة )و نصف قطرها .R‏ 


٭ بتطبيق مبرهنة طالس نجد: کے سی ا 
4 
E (>)‏ تفرگ 
` 16 | 
e‏ المستوي ( ۲) يولد المخروط الدوراني لما تتغير с‏ في 
المجال ]0,4[ و منه المعادلة. 


‚у =b: (О) معادلة المستوي‎ ө(2 
بكتابة جملة التقاطع نتحصل على المطلوب.‎ ө 


الاعمال الموجهه 
الهدف من الأعمال الموجهة الخاصة بهذا الفصل هو تعيين 
المعادلات الديكارتية لبعض المجموعات المنصوص عليها 
في البرنامج و بالتالي فكل النتائج الأساسية الخاصة بهذه 
المعادلات قد أعطيت و لا نرى أي داع لإعادة كتابتها. 


تمارين 


0) خطا. 2) صحيح . 3) خطا. 
Ө‏ 2) خطا. 3) خطاً. 
@0 صحيح. 2( خطأ. 3) خطأ. 

1©9) خطأ. 2) صحيح . 3) خطا 
L )1 6‏ 2( صحيح . 3) خطأ 


8 خطا. 2( خطأ. 3( صحيح. 


Ө‏ الجواب ب) 


الأنشطة 
النشاط 1 ۰ 
الهدف : تعيين |حداثیات نقط في alea‏ للفضاء 
1( لدینا(0,0,0) ۰۸ )3,0,0( “С (3,0,2) «B‏ 
Н (0,4,2) «F (3,4,0) «E (0,4,0) «D (0,0,2)‏ 
К (0,0,1):J )0,1,0(۰7 (1,0,0) (2‏ . النقطة А‏ هي 


مبدأ المعلم. 
L (3,2,2) (3‏ و )2,4,2( ‚М‏ 


النشاط 2 : 

الهدف : تعيين معادلات مستويات و مستقيمات. 
«C (0,1,0) «B (1,0,0) ۰۸ (0,0,0) (1‏ 
E (0,1,1) ۰0 (1,0,1) «F (1,1,0) «D (0,0,1)‏ 
و (1,1,1) -H‏ 

2( المستوي ( y sx ۰2 =1:(GDE‏ كيفيان. 
المستوي ( y sx ۰2 =0 (ABC‏ کیفیان. 
المستوي ) эх «у =1:(EHF‏ 2 کیفیان. 
المستقیم ( 0:)۸< y‏ و 0< ۰2 x‏ كيفي. 
المستقیم ( ) ۸): 0 ح x‏ و 20 ۰2 y‏ كيفي. 
المستقیم ( y =1:(HE‏ و 1< ¿z‏ × كيفي. 


EON [AB | إحداثيات منتصف‎ (3 


إحداثيات منتصف ] [СЕ‏ هي 0 


النشاط 3 ۰ 

الهدف : تعيين المسافة بين نقطتين. 

“С (3,4,0) ۰8 (3,0,0) ۰۸ (0,0,0) (1 

С (3,4,2) «F (3,0,2) «E (0,0,2) «D (0,4,0) 
-H (0,4,2)5 

2( بتطبيق مبرهنة فيثاغورث في المثلث АСС‏ و علما أن 
CG = АЕ‏ يكون لدينا: * ۸+ 2 40 - 2 40 . 
بتطبيق نفس المبرهنة في المثلث АВС‏ و علما 

أن 42 - ВС‏ يكون لدينا: 2 42 + 2 48 - AC?‏ من 
العلاقتين السابقتين نستنتج المطلوب. 

AG = /29 ومنه‎ 462-29 (3 


(xç а) = ./29 = ۸0 (4 


5( باستعمال من جهة النتيجة السابقة و باستعمال العلاقة 
1 ا NORI‏ 
MN = EG‏ في المثلث EHG‏ من جهة ثانية نجد: 

MN =5/2 
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x =2k +2 
3x —2y -8 =0 
ао үр 
سے‎ +2= 
دن‎ z =—k +1 
)2,1,3( نقطة التقاطع هي‎ © 
XxX - 2+ 79 
34y =l—k UA يكون‎ z = k بوضع مثلا‎ 
z =k 


بالتالي فالنقطة هي (2,1,0) و الشعاع وهو )1,—1,1( 


X - у -1‏ نتحصل مثلا على المعادلة 
z = 2‏ 
ذات المجهول .х?-х-2=0 :x‏ 


O‏ مت ھنھ هي الدائرة التي 
مرکزها(3,0,0) و نصف قطرها4 و هي معرفة 


FJ = TAL AD IK = АВАЙ 
4 4 3 


ينتج أن ІК‏ و FJ‏ من نفس المستوي. 


3 


МИЛА. К $ д, >‏ 1 
АС = АЕ АВ 90‏ إذن الأشعة من نفس 
المستوي. 
l=‏ — | 
92 و 7 و منه الشعاعان متوازيان. 


(IJ )//(ABC ) و منه‎ IJ =-AB +2АС 93 


10 الجواب ج) 
8 لبرابب) 
09 الجواب ب) 
8 الجواب ب) 
8 الجواب ج) 


LA - آل‎ =EH - 20 «IK =GL =CE 15 


LB +81 =LF ۰۸ + 2م‎ 47 49 


AC +BD - 22 25 


EG =3AD + 7 29‏ و منه فالأشعة من نفس 
المساوي 
الأشعة SB (SA‏ و SD‏ ليست من نفس المستوي 
الأشعة AB SA‏ و SD‏ ليست من نفس المستوي 
لدينا SA - 58 -CD‏ و аа‏ فالأشعة ۹۸ء 58 و CD‏ 
من نفس المستوي. 


للم .س2 . 

АЕ =——AB +—AC 
48+20 @ 
и =5w -3v ب)‎ 69 
الأشعة من نفس المستوي.‎ ОУ س‎ = +v 36 


37 هل يوجد G‏ وق بحیث: Ву‏ + ہیں = w‏ 

© اه ریات ثم باستعمال علاقة 
СА'+СВ'+СС'=0‏ 
شال نتوصل إلى النتيجة. 
у= и‏ 


АВ - 240 @‏ النقط في استقامية. 


(АВ) (ср) و منه‎ k =1 مع‎ AB - CD @ 
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AE -fac -iCD 94‏ و بالتالي فالأشعة من نفس 


المستوي. 


67 لا توجد نقطة М‏ تحقق الشرط لان الشعاع مستقل 


= ]— 
EF )// (BC ( منه‎ s EF =—BC 
(EF )/(BC ) <. › EF =>BC @® 


u =2(МЕ +МЕ) ( 99 
[ЕЕ [ هي منتصف القطعة‎ J ب) النقطة‎ 


100 التقاطع هي النقطة (2,1,3) 


في حالة سطح غير منته تكتب المعادلة على 
الشکل: 2-9 2+ . 
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shall‏ لسلمي في المسلو ي 


الكفاءات المستهدفة | 


< حساب الجداء السلمي لشعاعين. 
< إثبات علاقات تتعلق بالتعامد. 

< كتابة معادلة مستقيم علم شعاع ناظمي له 
و نقطة منه. 

€< تعيين معادلة دائرة. 


эф‏ يعالج هذا الموضوع أحد أهم مواضيع الهندسة المستوية في السنة الثانية من التعليم 
الثانوي و المتمثل في الجداء السلمي نظرا لتعدد و تنوع تطبيقاته. 

# یعرف: النشاط الأولء التلمیذ بمختلف عبارات الجداء السلمي و التي تتمثل أهميتها 
و نجاعتها في حل المشكلات. 

# من بين تطبيقات الجداء السلمي يعالج هذا الفصل وضعيات Ас уйа‏ متعلقة بالتعامد من 
خلال تعيين: معادلة مستقيم ale‏ شعاع ناظمي له»معادلة دائرة و مماس لھاء العلاقات 
та‏ 

эф}‏ يبقى الهدف الأساسي من هذا الفصل هو منح التلميذ وسائل تسمح له بمعالجة مشكلات 
مرتبطة بحساب أطوال و زوايا أو بتعيين محال هندسية ... 
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الأعمال الموجهة 
المسافة بين نقطة و مستقيم: 
الهدف : حساب المسافة بين نقطة و مستقيم معرف بمعادلة 
[со5(л,АН )|=1 -n (a,b) (1‏ 


الإجابة على السؤالين 2 و 3 مباشرة. 

التطبيقات: 

(D) © نصف قطر الدائرة هو المسافة بين‎ nË. 
و نقارنها مع‎ (р!) نحسب المسافة بين مركز الدائرة و‎ ۵ 
نصف قطر الدائرة.‎ 

دساتير الجمع: 

الهدف: É‏ نعییں مختلف دساتير الجمع 

ОВ (cosb,sinb ( — 


cos = cos cos + sin sin ق1:‎ 
12 4 6 4 6 


کت 


تمارين 


EN BEN @ . دا‎ Ө 
خاطئ‎ Ө دای 68 سے‎ © 
خاطئ‎ O سب © سے‎ 
خاطئ ® )سب‎ 0 
دی فلا سس 69 خطی‎ @ 

@ صحيح @ خاطئ 


1 
109 - 0 
F|-ı @ © 


3 © 


النشاط 1 ۰ 


EE EE у: RT 


البراهين المطلوبة. 


النشاط 2 ۰ 


الهدف : تعيين قيمة مقربة لزاوية. 
ВС 2-۰21 .BC =AC -AB (1‏ 
2( لحساب ABC‏ ومح نستعمل العلاقة: 

= BC” + BA? - 286 x BA xcos ABC 
حاسبة تحین قيمة مقزبة‎ АЙ ثم باستعمال‎ 

3 يمكن استعمال مجموع زوايا مثلث. 


АС? 


النشاط 3 ۰ 
الهدف : حساب cos‏ 


Л ZU. 
ЙА ١ قيس‎ (1 
^а اكوم اف‎ 


ОА =OB =1 مع‎ ОА ОВ =ОА 8 لدينا: حك ووه‎ 


08 cos sin Z و‎ ОА cos, sin— (2 
6 6 4 


оок „+ 
л 2+6 
соз—=——— (3 
12 4 
“4 النشاط‎ 


.соѕа و‎ sin a بدلالة‎ sin 2а الهدف : حساب‎ 
1 1 
و منه‎ 7 s s. مع‎ 5 2-020 xBC (1 


المطلوب. لدينا من جهة ثانية: АН = асоѕа‏ 
و ©مزوت = ВН‏ و منه النتيجة المطلوبة. 


(к-у) 1 [u +v ) © ص‎ ۹۷0۰ s - CK xAB لدينا:‎ (2 


и Lv 


—2x +3y -1=0 25 


[АВ [аы الدائرة التي‎ 26 


S سو نے‎ sin 20 
2 


3( نستنتج مما سبق أن: sin 2а = 2510 4 cosa‏ 
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(зи 22) ۔‎ © 
ADAT تود‎ «17215-36 @ 
.۸7 CB = دلب‎ 


АВАС =16 58 


AD =u متوازي أضلاع. بوضع‎ ABCD 59 
BD =u —v و‎ AC =u +v يكون‎ AB =v و‎ 


AB +462 =68 : АВАС =26 @ 
¿AB =/104‹АВ?—-АС?=36 


.AC = 2 

N (0,-1) <M )-1.0( @ 

D (0,4)«C (4.4): B (0.4). A (0.0) @ 
2x +3y -1=0 (1 © 


л; (1,2) <, (2-1) @ 


D, LD, و منه‎ n.n, =0 


х —4y -13 =0 (1 67 
4x -5y -13 =0 (2 
مجموعة النقط هي المستقیم العمودي علی‎ 68 
‚А А في‎ (AB ( المستقيم‎ 
2x -у+3=0 
x° +y +× -2y -6=0 
5х +2у -10-0 
АВАС =0(1@® 
X +y +2x +y 5 
4 
.)7 شعاع ناظمي للمستقیم(‎ АН © 
H (3,2) (2 
AH = 402 (3 
AB л =26 <1 (4,6) @ 
(А):3х -4y +18=0 (1 @ 
نقطة التقاطع.‎ H )-2,3( (2 
5 


BA BC - ه‎ «AB AD -8 @ 
AD CB =-16 :DOCD - 4 


ABCD = -72 ۰۸0 СВ =-12:ABAC =40 
ЛА РВ =-36:0D OI =-6«DC AD = -36 


AB CB =0‹АВ DC - 6د‎ 9 
.DI BI = -18 218 10 =0 


وج لد 


АССР = -18./2 AB AC =18 (1 30 
2008 =27(43 +1) 
. DC ۳۸ تصحیح: ب يطلب حساب‎ 
باستخدام العلاقة:‎ DH يتم حساب‎ (2 
DC.DB = DC xDH 
علما أن:‎ CD CB =-CD xCH لدينا:‎ (3 
CH = DH -CD 
.CD CB =CD xCB x cos DCB 


DE к ac =J и Ө 


DE = AB -AD ‘AC -АВ + (2 
.ACDE = 
2 


AC.DE = AC x DE xcos 0 3 


OA.BC =0 «CACB =8 (1 @ 
GaS ACh A 
3 
۸ نت نلم في‎ Баш Ө 
„ABAC +0 ОУ А المثلث ليس قائما في‎ 
انطلاقا من‎ АВ ВС - 0 نبين أن‎ (1 
АВАС =4 
СА СВ =5 (2 
АВ АР =16 (@ 
АР د‎ 2/2 (2 


BA ВС -— @ 
AM АВ =АВ” «6 
BN AN - 0 نبين أن‎ (2 
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а(А,р)= 0 (1 74 


(х -3( +(у +2) =10 (2 


(x +1( +(y -27 =9 © 
(х -2) +(у -3( =8 (2 
(x -3( +2 28 (3 


(Е) 76‏ داثرة مرکزها (2-,5) و نصف قطرها 6/.. 
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التحویلات النقطية في المستوي 
التحاکی > 


الكفاءات المستهدفة | 


استعمال خواص التحاكي لإثبات استقامية نقط. 
توظيف التحويلات النقطية في حل مسائل هندسية. 


يهدف هذا الفصل إلى تمكين المتعلم من التحكم في : 


لله ترجمة تعريف التحاكي إلى العلاقة الشعاعية و العكس . 


لله ملاحظة العلاقة بين مرجح نقطتين حيث أن إحداهما صورة الأخرى بتحاك مركزه المرجح 
2 7 تحديد Ај‏ بت " 


. . АЫ استعمال التحاكي لاثبات الاستقامية ء التوازي . التقاطع لعدة مستقیمات في‎ Ф 
. لله استعمال برمجیات الهندسة الديناميكية لوضع تخمینات و تأکیدها بالبرهان النظري‎ 
is giia су ЛАЗ ملاحظة : تعطی التحویلات الأخرى (دوران » انسحاب ¿ تناظر) من خلال‎ 


وتستخدم هذه التحویلات مع التحاكي لتعیین مجموعة نقط من المستوي تحقق خاصية 
معينة كما تستخدم في انشاءات هندسية . 
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الال 


النشاط الأول : 
الهدف : تعيين نسبة التحاكي بمعرفة المركز و صورة النقطة 


ОВ - КОА * 


) غير موجود ( عدم استقامية النقط‎ k (3 k= (2 k=1(1 


GD =kGB *‏ 
k=-2 (2 К=—(1‏ 3) تصحيح في الشكل B)‏ هي المسط العمودي للنقطة А‏ على ((GD)‏ » 


ç‏ دع 
3 


k = 2 


* في الشكل )5( : تصحيح : النقطة M‏ هي تقاطع المستقيمين ( ON‏ ) و ( ,ك ) 


النشاط الثاني Е‏ 


الهدف : إثبات استقامية نقط باستخدام التحاكي 
Z.Z‏ 3( 16-25 لان 


P n و‎ сшы 00 
А BC IC IB BC IB+BC ЛА 

IF FG 2 

IC CD 3 

النشاط الثالث : 

الهدف : التحاكي يكبر المساحات * ۸ مرة ( k‏ نسبة التحاكي ) إذا كان 1 >| |k‏ و يصغرها 


۶ مرة إذا كان k|<1‏ 


2 AM 
r: و‎ MM = 7A4, * 2 


CN وح‎ ZEN 1 
2 AB CB 3 
(ВС ( على الترتيب على المستقيم‎ ۸ ;M ;P Lall هي المساقط العمودية‎ A; M; P, مع‎ 


1 
۸۔۶۶۸ و 


النشاط الرابع : 
الهدف : صورة دائرة بتحاكي هي دائرة مركزها صورة المركز و نصف قطرها || 
MBM (1‏ مستطيل 2( (АМ)‏ يوازي ) ON -07 +11 =k OM (4 k=3(3 (BN‏ 


الأعمال الموجهة 


5 


أعمال موجهة 1: 
الهدف : تعيين محل هندسي باستعمال التحاكي 
A(c)=(C') (2 16-7 (1‏ ("0) دائرة عدا صورتي A‏ و B‏ بواسطة h‏ 
n )0(-)0۰( (3‏ حيث 370 - 107 ае)‏ وتشمل 6 
أعمال موجهة 2 : 
الهدف : استعمال التحاكي في إنشاء هندسي 
(1) مرحلة التحليل : * صورة K‏ هي النقطة C‏ 
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* صورة | هي E‏ نقطة تقاطع (АГ)‏ مع الموازي ل (Ш)‏ المرسوم من В‏ 
* صورة ل هي D‏ نقطة تقاطع ( AJ‏ ) مع الموازي ل ( LJ‏ ) المرسوم من C‏ 
*صورة ا,ا,ل وكا هي صور 8 ,۴ , (] و ) على الترتيب 


AL Al 


98 ЛЕ у з 
АВ АЕ АР АС 


* اكال| حل للمسألة ( صورة مربع بتحاك ) 
(Ш): (LI): (ВЕ)‏ و (96) متوازية =k‏ 


)2( مرحلة التركيب : 


مع | ,ل ,× و | هي صور E‏ , 0 , 6 و 8 على الترتيب 


АГ=КАВ ,AI =kAE ,AJ =kAD АК - КАС 


* حل وحيد لأن BEDC‏ وحيد 
تمارين 
اسح ام خض من 9© „ ا 
رقم السؤال 1 2 3 4 | 5 6 | 7 8 
الحکم | صحیح | صحيح خاطئ == | خاطئ خاطئن | صحيح صحيح 
أسئلة متعددة الاختيارات: من و إلى 14 
رقم السؤال 9 10 11 12 13 | 14 
الإجابة الصحيحة 1 3 1 2 2 1 


k 


k2 к= 8 се 


АВ = Ср (4‹ IJ ۶-4۸8 (3‹ 00-308 (2‹ IB 


7 (1 
2 


1( هي نظيرة A‏ بالنسبة إلى 8 . 
2( هي نظيرة C‏ بالنسبة إلى D‏ . 


3 (4‹К=2 (3: k=5 (2‹К=-3.(1 
یمکن استعمال نظرية طالس.‎ ([AF] منتصف‎ D' بالنسبة إلى © أثبت أن‎ D نظيرة‎ D') تصویب الخطأ‎ 


يمكن اثبات آن: ДЕСЕ‏ متوازي أضلاع. 
تصویب الخطأ АН)‏ تقاطع (AB)‏ و (El)‏ أثبت أن H‏ منتصف [El]‏ ) نفس طريقة 18 


A'B'C'D'EFGH .(1‏ مكعب + 2). صورة H‏ هي O‏ ۰ صورة F‏ هي منتصف [FB]‏ 


1). صورة C‏ هي ۸ :2( BC = BA‏ ۰ علاقة شال › 4). نعم. 
تصويب ABC)‏ مثلث متقايس الأضلاع) » 
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٠ к=2 (1‏ 2). مركز һә‏ هو نقطة تقاطع (CB)‏ مع (NM)‏ و نسبته 2- سا 


K= = 31‏ 
(1)32). مركز التحاكي هو تقاطع (AB)‏ مع (СО)‏ 
2( مركز التحاكي هو تقاطع (АВ)‏ مع .(EF)‏ 


)183( فكرة 32 ۰ 2 08-0 


A' .)1 35‏ صورة A‏ هي تقاطع (C)‏ مع O' ۰ (AB)‏ صورة O‏ هي مسقط A'‏ على (РО)‏ . 
(D') (2‏ يشمل P‏ و يوازي (С) ٠ (D)‏ مركزها 0 ويشمل ۴ . 
(C) ۰ (С) )0( .(3‏ و (С)‏ متماستان داخليا. 
1( نفرض: 0۸ = AM‏ حيث ]10:1 e‏ به و نجد: 9 ۸ A'M'=‏ 
эт‏ 2( نستعمل التبادل الداخلي ‹ 3). يمكن استعمال نظرية طالس. 
صورة В‏ هي .C‏ 
المثلثان ВОЕ‏ و ACE‏ متشابهان. 


ОИК 
. [АС] منتصف‎ О صور ۸۰۰ بهذا الترتيب بتحاك و‎ ۴ 
(АВ) و يوازي‎ B صورة‎ D يشمل‎ (DC) оу. е 


83.02( امل طلس 
نعتبر ٹب ۰ منتصفات [CD] : [BC]: [AB]‏ على الترتيب ء ) Eo «E,‏ ۰ في استقامية) 


G>: 1‏ ؛ Gs‏ هي صور Ез ‹ E2: Е;‏ بتحاك مركزه O‏ و نسبته - فهي في استقامية . 


7 К E NS ‚3 رن‎ i 
دائرة مركزها اج و نصف قطرها 1 - ] ( تمس محور التراتیب)‎ (C') .)1 4 


2 3 
кү (0+2) =1 .2‏ 
(C) .)1‏ دائرة مركزها (0)0:0 و نصف قطرها = 2٢‏ ء (С)‏ دائرة مركزها (۸)3:0 و نصف قطرها 1= ٣‏ 
2( بما آن: ОА‏ =2+1 = ۳ +۲ فان (C)‏ و (C')‏ متماسان خارجيا. 
к= (3‏ - 
1(. 0وی ہہ" يقطع (C2)‏ في N‏ حيث IM = ІМ‏ . 
0 استنتاج مما سبق أو مقارنة المثلثات. 
). القطران متناصفان. 
ЕВЕ = 455 ‹ ВАС = 45° 0‏ (متبادلتان داخليا ). 
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2. طالس < 18-210 > 3). © هي صورة 0 بالتحاكي h‏ » 16-0 

1). مستقيم المنتصفين في المثلثين. 

(PN) 1 (PQ) ۰ [DG] هي‎ [BE] صورة‎ .2 

1). صورة А‏ هي ۰۳۷ 2). صورة (Al)‏ هو (IH)‏ و صورة (АЈ)‏ هو (JH)‏ 

3). خواص التناظر 

B‏ هي صورة C‏ بالدوران ٢‏ و منه C‏ تقاطع (d1)‏ مع (d'2)‏ صورة, )00( و نتمم بنفس الطريقة. 
نستعمل خواص متوازي الأضلاع. 

دائرة (С')‏ صورة (c)‏ بانسحاب شعاعه ‚ВА‏ 

المستقيم (А')‏ صورة (۸) بتناظر مركزي بالنسبة على النقطة | منتصف [AB]‏ . 

المستقيم (А)‏ صورة (A)‏ بتحاك مركزه A‏ و نسبته у‏ 


6 الدائرة (с)‏ صورة (c)‏ بتحاك مركزه O‏ منتصف [AB]‏ ونسبته ج. 


0 1). يمكن تطبيق نظرية طالس. 
2( المحل الهندسي ل ,و М‏ هو اتحاد الضلعين [CD]‏ و [BE]‏ من المعين BCDE‏ الذي مرکزه А‏ 
58 إذا كان 0ع 8 فان 74 = 03 


159( إذا کان [Bc]‏ 44 فان کر ٠و‏ ذا كان ]86[ € ۸ فان کب 


X=-1 “х=2 ДА‏ < ا 
2 


3). لتكن D‏ نظيرة B‏ بالنسبة إلى . 
C . |‏ تنتمي إلى نصف المستقيم الذي D озь‏ ولا يشمل ‚В‏ 
ب. 0 تنتمي إلى القطعة ОВ]‏ 
a‏ © تنتمي إلى القطعة DAI‏ ارنست الس الای حده واب لا يمل 5 : 


60 1). صورة M‏ هي © ۰ 2( ۲ دوران مركزه ۸ وزاويته Z‏ 
W (3‏ هو صورة (АМ)‏ ب r‏ ومنه (АМ) L (B'C')‏ . 


01-100 ‹ 8-180 .(2 ۰ h,(A)= K =/ D 
اگ الح بيجع‎ BCI _ВС_ у 
BO CO BO BO 


IJ + IK = OA +k,OA = ) +k,)OA = 20А .(3 
و بالتالي محور تناظر الشكل‎ (C) و نصف الدائرة‎ ABCD محور تناظر للمربع‎ )۸( .)1 @ 
. (EFJII(DC) ومته‎ (ОС) 1 (A) و‎ (EF) L (А) 
(h( ومنه‎ 25 5 ‚ОЕ ,كلد‎ 
oc 5 OD 5 
. (HE) (HK) و‎ (KEHF) و‎ KF=HE 


. BM" = 2BM' ۰ AM - AM .)1 الجزء الأول‎ 63 


BM" = 284+ 2-A) = -AM +2ВА .(2 
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3 © تحقق العلاقة 7--- Аб‏ (*) و هي وحیدة . 
(*) تؤدي إلى 0 = OB‏ - 3624 علاقة شال 
لان: ЗЯ - QB = 36 +322 -QB = 268 + 38A = ŽAB) +3BA =Ü‏ 


5). باستعمال السوالین 2( و 4( نجد .ОМ"=-ОМ +362۸ -QB =-QM‏ 
أي: M"‏ هي صورة М‏ بتحاك مرکزه О‏ و نسبته1- (تناظر مركزي). 


الجزء ای 1 +( تحاك مرکزه و نسبته _ 2( و خحاك مرکزه ۱4 و نسبته 2 . ۰ 3). تناظر مركزي 


4). نستنتج [CR] ۰ [BQ] [АР]:‏ تتقاطع في نقطة واحدة هي مركز التناظر. 
BK =3AJ ۰۸2۸ .)1 64‏ 
5). المحل الهندسي للنقط K‏ لما تتغير | على الدائرة التي مركزها C‏ و نصف قطرها 1 هو دائرة مركزها C‏ و نصف 
قطرها 6. 


الجزء الأول: مستقيم أولير 
1). صور CBA‏ بالتحاكي h‏ هي ۰۳5۰۸۵ . 
2. صور أعمدة المثلث ABC‏ بالتحاكي ‏ هي محاوره. 
3). صور H‏ بالتحاكي h‏ هي 0. 
4(. ۰0 ۰0 1] في استقامية. 
الجزء الثانی: دائرة أولير 
(С') .)1‏ هي الدائرة المحيطة بالمثلث А'В'С'‏ مركزها (о)‏ 


Ga=-00 (2‏ أي 00-200 أي 06-7 أي م منتصف [OH]‏ 


3). صور (C)‏ ب h'‏ هي دائرة مركزها م ( 2-07 - (Ho‏ و نصف قطرها هو аз‏ صورة (C)‏ ب ۸ . 


4( تطبيق طالس ‹ الاستنتاج: oA = ФН,‏ ومنه (C')‏ ع H,‏ بنفس الطريقة H. (H,‏ تنتميان إلى .(C')‏ 
5). صور رؤوس المثلث ABC‏ بالتحاكي h'‏ هي: H, Н, «H,‏ منتصفات [CH] › [BH] [AH]‏ . 
6( لأنها تشمل النقط التسع «Н, «СВА!‏ 
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الا حصصاء 


الكفاءات المستهدفة 


ف تس باه шш‏ سامح را 
< تفسیر مخطط بالعلبة. 
> حساب الوسط الحسابی للانحرافات المطلقة» 
الانحراف المعياري» الانحراف الربعي. 
са‏ اه 

) الوسط الحسابيء الانحراف المعياري (. 
o S сс а‏ اة 

) الوسیط الوسط الحسابي للانحرافات ). 
الربعي في حل مسائل. 


يهدف هذا الفصل إلى : 
لله تكملة و تعميق المفاهيم التي سبقت دراستها في السنة الأولى . 


تله إدراج مفهومي الربعيين الأول و الثالث . 
ш‏ 9 9۹9 " 


لله إدراج مقاييس التشتت (سبق التطرق إلى مفهوم المدى في السنة الأولى) . 
له تلخيص و مقارنة السلاسل باستخدام الثنائية ( وسط حسابي › إنحراف معياري ) . 
أو الثنائية ( وسيط ‹ معدل الإنحرافات المطلقة ) . 
استعمال المجدولات والآلة الحاسبة لمحاكاة التجارب ودراسة السالاسل الإحصائية وتلخيصها 
ومقارنتها ضروري من أجل السرعة والدقة في الحساب . 
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الاد 0 

النشاط الأول : 

الهدف : تقريب نفهومي الربعيين الأول و الثالث 
X - 8,57 (1‏ 2( 4,4,4,7,7,7,7,7,10,10,10,10,10,10,10,13,13,13,13,16 ,4 ,4 ,4 
Med =10 (3‏ 4( 5,5- ,0 ( %26( 5( 10= ,0 ( %78( 
النشاط الثاني : | | | | 

الهدف : إدراج مفهومي الربعيي في حالة متغير مستمر 
Med =6,2 < 0,=9 + 0 =3,8 (1‏ 
3( معادلة ( 0,15(2-x)=2(0,12-y ( : ) АВ‏ بأخذ 0,25- у‏ نجد 3,73 - x‏ ۰ قيمة مقربة ل ,۵ 
4( بنفس الطريقة 8,86= x‏ مقربة ل x -6,42 ‹ О,‏ مقربة ل Med‏ 


النشاط الثالث ٠‏ 

الهدف : متوسط التشتت حول الوسط الحسابي أصغر منه حول الوسيط 
e, -0,2711 < е, =0,2727 2 Med =10,1 ۰ X =10,07 (1‏ 
النشاط الرابع : 


الهدف: الوسط الحسابي للتشتت حول قيم الطبع يكون أصغر ما يمكن حول الوسط الحسابي 
d'(x) (ЛАМ) d'(x)=-2N (x'-x) (1‏ ينعدم عندما х'=х‏ 
d'(x)<0 )‏ عندما x <x'‏ ) و ) 0 d'(x)>‏ عندما ارح عر ( 
k‏ 
2( ننشر 4'(х)=ўп,(х,-Х) ғ‏ فنحصل على d'(x)=nV‏ 
i=l‏ 
النشاط الخامس ٠‏ 
الهدف : تأثير تغيير تآلفي على الإنحراف المعياري 
1( 6,4 - × 2) من النشاط الرابع و اعتبار تركيب الدوال : Tr‏ < مل x d(x) ۰ x‏ 


676 (4 s )۲ )=2s (X) (3 
а а 


أعمال موجهة 1 : 
الهدف : المقارنة بين سلسلتين إحصائيتين باستعمال الثنائية ( وسط حسابي ء انحراف معياري ) 

" الشعار بالاحری هو " الحلاقة في آقل من 38 دقيقة‎ s -9,58 , т, = 6,83 (1 (І 

т, =10,58 (2‏ , 5,=10,74 3) الحلاقة أقل من 41 دقيقة 
т! = 6,44 (1 (II‏ , 9,22= إی , 10,67= s, =10,98 , т,‏ 

2 شعار B‏ المقترح يصبح " في أقل من 42 دقيقة " 

3( شعار ۸أصدق منه قبل التعدل 
الخلاصة : لا يمكن للقاعة B‏ منافسة القاعة ۸ في الحالتين لأن القاعة ۸ أفضل من ناحية المعدل و الإنسيابية 


أعمال موجهة 2 : 
الهدف : مفهوم المعايرة 
m, =9,97 , т, 210,56 (1 (I‏ 2( 2,76 رى , 2,21 د رو 
M =9,90 , М.=9,98 (3 % 47 02 33 (1 (II‏ 


4( يتقدم aabo-‏ 6) - فيزياء - رياضيات 
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التمارين 


11 | 10 5 а و‎ 2 | 4 | 


9 8 7 | 6 


أسئلة متعددة الإختيارات 
с(х) =5.12 ٠ X-16 313 3 @‏ 
о(х)=387 ۰ X - 734.6 (2 ۰ 00۵-387 ‹ Х=46 (1 (Т‏ ( القيمة 7 مضافة تحذف). 
Y=57.636 (1 19‏ ء 2). 3.424 = с(у)‏ 


® عرض الأجهزة المتوسطة » الأجور المتوسطة › 1( F=16567.55‏ ‹ 6180 - (ر)ى. 
@ تصحيح: X‏ عدد طبيعي » 1( у= 5х? +86 .(2 > m=x+2‏ 


v 7 3‏ 17ه = × ج 1 - برقيم مرفوضة x=4v-4‏ ج ۷-166 (х=4) А у‏ 
4( أصغر قيمة ل V‏ هي 86 ۰ 5). عوض ماهي Ада‏ الوسط الحسابي يكتب : ماهي قيمة الوسط الحسابي عند ئذ с‏ 
m=7.6‏ 


Ө‏ 1( + ر += ‹ 2( ”27 у?)+‏ + 6= ر ‹ ® لا توجد 

Х,=12.5: о(х,) = 2.684٠ X, = 12.03: с(х,) =1.59518‹ X, = 11.2759 .(1 24 
o (x,) = 4.88737 < 
. с(х) = 3.21712 ‹ X =11.8875 + إجابتك » نكتب علق على الاجابة‎ dle Ja تصحیح‎ (2 


п=133 .(1 25‏ رتبة Q,‏ هي 34 ۰ رتبة Q,‏ هي 100 رتبة الوسيط هي 67 . 
n=154 .(2‏ رتبة Q,‏ هي 39 ۰ رتبة О,‏ هي 116 الوسيط يوجد حدان أوسطان رتبتاهما ۰77 78 . 
لا يمكن تحديد رتبة الوسيط و إنما الوسط هو الوسط الحسابي لقيميت الحدين الذين رتبتاهما 77 و 78‚ 
D, =0.7 ‹ D -0.1 < Q, =0.6 < Q -0.2 + Me=04 .)1 26‏ . 


О, بدل‎ Q, تصحيح: بدل المجتمع » المجمع و‎ 8 
Q, = 38.9286 ٠ Q, - 21.5341 ۰ Me = 25.625 .(3 


(1 
[15.20] [20.25] [25,30] | [оло] [40,50[ ]50,70 | 
Xi 10 22 12 7 10 9 
Fi 0.14 0.32 0.17 0.1 0.14 0.08 
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1001 penei 


| 

ا 

8 12 کر ا‎ 32 36 l. 44 zd 52 56 60 64 68 72 76 
DIQ Med Q3 D9 


| 
A 
е) 
A 


0540 % б کول ¢ کات‎ ھ٤‎ эб аду аа ыы و‎ быз ДЬ یو‎ йй ملاحظهه توضيع‎ 29 


‚О,=5 < Q =5 ۰ Ме=5 1 30 
ب0.‎ -4 ٠ 0-3 : Me=3 .(2 
.0, -8 ۰ 0 -3 ‹ Ме=5.5 (3 
.0, -8 < 0 -3 ‹ Me=5.5 (4 
و۔‎ -4 ٠ Q =2 ٠» Me=3 .(5 


X max =0 ۰ X min = 50 . Q, =32.5 < Q -10 ۰ Ме= 5 


X тах = 270 ۰ X min = 150 . О, = 250 < О, -180 ۰ ۸۷ - 0 


m m‏ اا 
в 9 10 дл 1 2 13‏ 7 6 


XA ۔-‎ 247 ‹ X max = 28 ‹ X min =22 . Q, -25 ‹ Q, - 23 ۰ Ме=25 ۸ 
.X s = 25.25 ۰ X тах - 28 ۰ X min =22 . Q, - 26 «< 0, - 24 ۰ Me=25 (А 


21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 x 


п = h, == h, =ч... =] نضع:‎ ۵-۰ 0 o (x) = 9.74 8 


1). متوسط jall‏ 42 سنة و213 يوم » 2( Q - 28 › Me=43‏ ‹ 64- ,0 . 
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. الانحراف الربعي:8‎ Q, -160 ۰ Q, -152 ‹ Х› =156.087 (2) السلسة‎ (2 
. 8 الانحراف الربعي:‎ Q, -176 ‹ О - 168 ۰ Me =170 )1( السلسة‎ 


n 50-7 
=— < Š, = Las поа .)1 
w مو جوا و‎ ( 


3). باستعمال العلاقتين السابقتين. » 4). т=0.374‏ وبنفس الطريقة نجد 5 . 
5). تصحيح эзе‏ الكرات المسحوبة هو 281 ‹ .m'=m .)6 ۰ m'=0.74‏ 
5). معدل آخر مترشح ناجح أو العشري السابع. 


т, 
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< وصف تجربة عشوائية بسيطة عدد النتائج 
4 نمذجة بعض الوضعيات البسيطة. 

< حساب الأمل الرياضياتي» الانحراف المعياري 
و التباين لقانون احتمال. ٠‏ 

< محاكاة تجارب عشوائية بسيطة. 

< حساب احتمال حادثة بسيطة و حادثة مركبة. 
< استعمال خواص الاحتمال فى حساب احتمالات 
بعض الحوادث المركبة. І‏ 

< تعيين قانون الاحتمال لمتغير عشوائي. 

> حساب الأمل الرياضياتي الانحراف المعياري 
و التباين لمتغير عشوائي. 


لله يطلع المتعلم لأول مرة على نظرية الإحتمالات . 
لله يتم التطرق لها من خلال الإحصاء باستعمال التواترات للانتقال من التجربة الى النظرية 
تله يعرف الإحتمال انطلاقا من قانون الاحتمال 


لله يدرج مفهوم المتغير العشوائي و يلاحظ المتعلم العلاقة بين المتوسط في الإحصاء و الأمل 
الرياضياتي في الإحتمالات و كذلك الإنحراف المعياري 
تله يلجأ الى المحاكاة للمصادقة على النموذج المقترح و المقارنة بين التجربة و النظرية 


الاد А‏ 
النشاط الأول - 
الهدف : مدخل الى الاحتمالات باستعمال التواترات النظرية و في المرحلة الثانية استعمال مجدول 
اکسال 


4( (,) توول الى 0,16 6) (т,)‏ توول الى 3,5 
7( منحی التباینات يقترب من المستقیم الذي معادلته 2,81 = ۷ عندما يكبر ۱ بالقدر الكافي 
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النشاط الثاني : 
الهدف : تعريف قانون إحتمال تجربة عشوائیة 


P (B) 1‏ - رهم - نمام - رمم و PC)=Ž‏ 


2 
| باعتبار اللون 8: أحمر ۰ ۷: باعتبار الرقم 
أخضر 
X; 1 | 2 | 3 4 V | R‏ 
Р(Х,) 2 | 2 | 2 | l 4 | 3‏ 
7 7 7 7 7 7 


2 3 
REFER G 


النشاط الثالث : 
الهدف : إدراج مفهومي المتغير العشوائي و الأمل الرياضياتي 


1( 
15 کن _ ۰ 2 1 X,‏ 
PX) | — = 1‏ 
15 15 15 
٠ G=30-20 . 6 --20 (2‏ 200-20 - 6 
12 
P(G=-20)=— (3‏ 
( 15 ) ( 
4( 
G | -20 10 | 180 |‏ | 
l‏ 2 12 
Р, =— ۳‏ —= ط الإحتما 
x 73 | ' 15 ? 15 x ` 15 x‏ 
8 , 40 ۲ 
جچ ‏ زج چھ جج ل چو یت 
الأعمال الموجهة 
أعمال موجهة 1 : 


لهدف : استعمال الشجرة ( العنكبوتية ) لحساب إحتمال 
تصحيح : تحذف الفرضية : نقبل في هذا التمرين Р(А В) = Р(А)хР(В)‏ 
1( لحساب PV)‏ متلا 
р А‏ 
п‏ 
ج7 


۸ و كك‎ 
А 3 "Vi 
3 ү, 
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بقاء C)‏ فارغة بعد П‏ مرة يعني عدم استقرار السهم على الرفم 1 بعد n‏ مرة أي إستقراره في كل مرة على الرقمين 2 أو 


2( ر0۷ V‏ هي الحادثة ": في نهاية توزيع البيض تبقى C, ОЗЫ‏ و C,‏ فارغتين " أي أن كل البیض موجود في 


1 
السلة су) - C,‏ نوم 
AQV, (3‏ ۷ہ V‏ هي الحادثة المستحيلة أي PV, QV, с\,)=0‏ 
25-1 
4( اك ري اناو الام 
M * (5‏ هي الحادثة ": توجد سلة واحدة على الأقل لا تحوي أي بيضة " 
P(M )=1-Р(М )=1-PV, UV, UV.) Ы‏ 
* يستعمل مجدولا لتعيين 0 أو بالآلة الحاسبة +1183 
أعمال موجهة 2 : 
الهدف : النمذجة 
4( تحقق ۴ يعني 1- ۸ >|ط-م| و بالتالي 8|>7- مإ و هذا يعني أن الشخصين يلتقيان ОУ‏ الفرق بين وقتي 
مجیئیھما أقل من ربع ساعة 
2( إذا التفى الشخصان فهذا يعني أن la-b|<n‏ أي أن © محققة 


P 15n -7 + › (3‏ 1525-7 ‚ 
دصحي . سے ص = 
32п‏ " 167 " 
1-п<а-Ь<п-1‏ اي ان а-п+1<Ь<а+п-1‏ 
4( بتعداد الحالات الملائمة و الحالات الممكنة نجد 01ے х‏ 
š 32n‏ 
جس سیت p = ЛЕ‏ 
32п‏ 
6( باستعمال النهايات و الحصر نجد r=‏ 
تمارين 
أصحيح ام خاطی : من 1( إلى O‏ 
رقم السؤال | 1 2 3 4 | 5 6 


e‏ | صحيح | خاطئ | خاطئ | صحيح | خاطئن | خاطئ 


20۸0۶۵5 (3‹ ب مام‎ ٥-0۸ .)2 ١» р(Вс\С)=04 @ 
5 
а- 2 © ۰ 2-8 


عدد الحالات Aadi‏ 36- 62 ۰ عدد الحالات الممكنة: 5-30 × 6 
6 - (8)م 


p(A U В) = 0.82 = 0.45 +0.37 = р(А) + p(B) © 
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2 
Б = — 4 pO) - 2 (5)م = مم - 0م‎ = р(б) =-°- © 


29 9 29 
(۸)م‎ = p(B) = -(6)م‎ 2 ۰ p(D)= p(E - ۵ 
p(A) = — L (م ن تان ۸)م‎ - .)3 ٠ 8 .(2 


1 

ت P‏ 
я Ө‏ = 
@ 1( تھا 2( عدد كل الإمكانيات 8 м‏ 


3). لان 5= р)‏ = زعام 


P ۱ 1 
а z „шы 
Р 
Е 


а а (2 ‹ кыы Š 


Q =123) (2 .р@ = =. р) = =. р) == لان:‎ 1 
i 2 3 1 
C = — + — = < B =— ¢ A 
E رم‎ = 0 
43 212 124 238 212 
— (3: — — 1 
ЛА МИТ А Sa x 
В| 
ھ0 . خطط متسر‎ 
Воз) в, 
B4 9+25_34 م‎ 
№ 64 64 
№ 
6+ 0 13 
N3 56 28 
0 کر ہر مم‎ ۳۸-2 ۵4 
4 3 2 2 
©рАшВу=т+==1‹ 2د شمع)م‎ ۰ p(ANC)=> «< p(ANB) =0 ۵ 
4 | 2 6 4 3 2 5 
BUC)=—+———=— ا‎ AuCy=—+— سای‎ = = 
РВОС) ътт 4۵22 ص سس‎ 
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р(Аг\В) = p(A) + p(B) - ب مم‎ В) =1- р(Ау+1-р(В)-@-Р(АОВ) 25 


- 1- [p+ p(B) - p(AUB)| -1- [0.44 + 0.63-0.52[ 0.45 


26 1(. الإمكانيات 8 مہ .< P‏ 
لالت 0 

< >: ۱ 

0 G 

5 


(57): (5,5) 62) (51) ‹(2,7)‹(2,5) (2.2). (2.1) (1.7). (5) (1.2). (11) .)1 


1 @ 
(7,7) (7,5) (7.2): (7.1) 
(2 


4 
رطام‎ - £ Р) == < p(B) = 0 < 16 
20 
77 ú E 82 8 @ 
I 
Be وق‎ s 
` ےم‎ 2۰ и 60 


(30) استعمال المخطط بالشجرة 1). >= Р)‏ 


2( احتمال ظور وجه : ar‏ > احتمال ظهور الوجه مرتين: сва.‏ 
27 9 27 


.)3 « P(B) = 0.25 .)2 « P(O`) = 0.83 .(1 31 
۳ = 0202+ 0,25» 0.15 + 0.45 x 0.17 + 0.101 
P(ONRh*) = 045×083 4 


نضع: V‏ معطف P ٢‏ سروال » © قميص ۰ B‏ أبيض » N‏ أسود 


32 
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%30 


¿P(AUH)=0.06: Р(Ас\У nH) = 0.70: ۶)۸ ب‎ H)= 094 ۸)صء‎ NV) = 0.16.(2 
P(AUV) = 0.14 
С= ۲ہ7ہ۸‎ <F=AN(HUV) < Е= АОН UV 3 


49 49 
Р(Е O Gmaj) =— +— < P(Gmin) = 0.76 < P(F) = 0.68 
(F UGmaj) = >+ 3w ۰ Р(Стіп) (F) 34 


ملاحظة: عوض 650 قاصرا 65 قاصرة. 


135( 0 حبة 


المجموع | مربعة الشكل | دائرية الشكل 
15 10 5 بالشكولاطة 
35 10 25 بالمربى 
yasal 30 20 50‏ = 


P(D) = ۶)۸ ں‎ В) = P(A) + P(B)— P(C) =0.9 ‹ P(C)=0.2 ‹ Р(В) =0.7 ‹ P(A) = 0.4 = = (2 


S 
1 
ل‎ 68 
= (2 ۰ 15 عدد الإمكانيات‎ (187, 


NI نے‎ 


Z .2 ç = .(1 ۰28 عدد الحالات‎ 38) 


30% -0.3 39 
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3 
. 0.15 .(2‹ P(I == .(1 
2: ۳0۵-5 (140 


41 1 1= ( ں ۳0۸ و الحادثة (AUB)‏ حادثة أكيدة 
n=30 ۰ ۶)۸ г В) = 0.2 2‏ 
o (x) = 0.6 .(2 ‹ E(x) = 0.6 .(1‏ 


(43) ملاحظة عوض : أ ب v(x)‏ انحراف ل о(х) эх‏ تباین ل × . 
نكتب أحسب у(х)‏ تباین “او a(x)‏ انحراف × . 


479 | 11 
=1.83 ۰ 3.36 + E — 
olx) v(x) = (x)= 240 а 50 
X 8 3 4 | 7 9 | 4 
P(X=x) о 5. a к L 
31 31 31 31 31 
у(х) = 98.94 ‹ E(x) = -2.06 
نميز حالتين:‎ 
باعادة الكرة‎ 
X 0 1 2 
l 1 4 
P(X=x) 0 0 — 
36 36 36 
بدون إعادة الكرة‎ 
X 0 1 2 
12 i 2 
Р(Х=х) | = 2 — 
31 30 30 
کے ود‎ EG) = 
23 š 2 3 6 5 46 
2 4 6 12 18 
3 6 9 18 27 
6 12 48 36 54 
9 18 27 54 81 
Puss ےی ہین‎ P(x =36) = سل‎ Pix = ijel 
1 8 16 8 
قانون الاحتمال‎ 
X 4 | 6 9 12 | 18 | 27 | 36 | 54 | 81 
1 2 1 2 4 1 2 1 
Р(Х=х) | — ات ات ات ات ات ات ات‎ — 
16 16 | 16| 16| 16 16| 16 16 16 
۲)6۵( = 0,12} 41 4% 
.(2 
| X | 0 | 1 | 2 | 
P(X=x) 3 = LA 
42 42 
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7 20 6 
= 2- ¿ç 45 \ ۹1 ç =— ¢ =— 
2=2-М .(5 ‹ نفس الطريقة‎ (4 ‹ у(х) ۳ E(x) 9 


X 0 1 | 2 |‏ | 
P(X=x) Еа 2 2‏ 
42 42 42 
0 
ملل 
48 الجزء الأول 
1). عدد الحالات الممكنة 30 2). (2,3,4,5,6) = Х(О)‏ » 3). 
6 5 4 3 2 × 
1 4 7 | 12 
БЕ‏ کی لاطا P(X=x)‏ 
30 | 30 | 30 | 30 | 30 
الجزء الثاني 
1( عدد الحالات الممكنة 36 ‹ 2). }2,3,4,5,6{ = X (Q)‏ 
3( 
X 2 3 | 4 5 6‏ 
1 4 | 10 12 9 
ہہس شس ہب وہ كص Persey‏ 
36 | 36 | 36 | 36 | 36 
Р(у<1)=0 .(5‏ 
الجزء الثالث 
з .)1‏ الحالات الممكنة 15 » 2). }2,3,4,5{ = Х(О)‏ ۰ 3). 
X | 2 3 ۱4 5 |‏ | 
2 4 6 3 
Р(Ү=у) > = | | =‏ 
Š‏ جاگ PME‏ 
T a‏ 
(Б‏ کے <٭ قاط 
са.‏ 
149( 1 
الاحا 
و | 8 | 7 6 5 4 | 3 | 2 1 0 0 
9 ]| 8 ) 7 6 | 5 ۔ 4 3 | 2 1 0 
0 | 9 | 8 | 7 6 | 5 4 | 3 | 2 1 1 
1 | 10 | 9 | 8 7 )| 6 | 5 )| 4 | 3 2 2 
12 | 11 |10 | 9 | 8 0 5 ۱ 4 | 3 3 
13 | 12 | 11 | 10 | 9 . 8 7 6 | 5 | 4 4 
14 | 13 | 12 |11 | 10 | 9 8 | ۱7 6 5 5 
5 | 14 | 13 | 12 | 11 | 10 9 | 8 | 7 | 6 6 
6 | 15 | 14 | 13 | 12 |11 10 | 9 |8 | 7 7 
7 | 15 | 14 | 13| 12| 11 |10 | 9 | 8 8 
18 | 17 | 16 | 15 | 14 | 13 12 |11 | 10 | 9 9 
2. 
X 1112 |3 [4 5 ۱6۱۷7 ۱89‏ | 
10 7 4 2 
® ۶ 5 5 و و و وس« 
9 | 99 99 | 99 | 99 | 99 | 99 | 99 | 99 
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X 10 111 [12 | 13 | 14 45 [16 17| 18 
px 2۶ا٤۹‎ 2 ٤ 5 24 ا3‎ 2 1 
99 | 99 | 99 | 99 | 99 | 99 | 99 | 99 | 9 
P(X >25) =1- P(X > 5( = l کے‎ 
9 99 
X +1 -4 | 
85 | 14 
P(Y=y) — | = 
y | وو | وو‎ 
e اام ك‎ e (у) :0:6195ك‎ ۰ E) کے‎ 
(1 
X 0| 1 2| 3 4 5 ۱ 6 | 7 | 8 9 @ 
1 1 1 | 1 | 1|] 1 1 | 1 | 1 | 1 
0627|] ل ا | ات ات ات‎ | | | — 
10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 
| Y Тот [2 [ 3] 4 [ 5' | 6 
1 | 1 1 1 | 1 | 1 | 1 
۴۶ 
7 ۱۱ 7] 7 | 7] 7 7| 7 
‹ P(XY <17( = 1— ہت (217 نموم‎ (3 РХ = y) کے‎ (2 


3 
P(2X +Y =13) =—.(4 
( ددر‎ 


1 2 3 4 | 5 | 51 
e A 0 9 | 14 | 
5 56 56 | 56 | 56 


.6-8 
162( 00 .ا قله 


2( ملاحظة: عوض نرمي ) ЈА‏ 5 نكتب نرمي زهرة نرد مرتين متتاليتين. 


L bas 
9 6 6 
× 0 1 1 2 | 3 
1 12 
Bs | حك‎ | ٤ 
27 m ЭТ. 2] 


13 113 
=— 2 =40.,.—,1,— باستعمال المخطط بالشجرة نجد:‎ 
Ех) = +; .)3۰ XO 105.322 .)2 باستعمال بالشجرة نجد:‎ 4 
M(0,0),M(0,1),M(0,2),M(1,0),M(1,1),M(1,2),M(2,0),M(2,1),M(2,2) , .)1 5 
Е(х) = 2 P(A) = T Р(А)=— .(2 
X 0 1 2 4 5 | 8 а 


ohai 
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1 2 
P(X= 3 = 
سیف‎ 7 ۱ 


xo | دم‎ 


1 1 
9 9 
P(D) = Z, P(O) = ‹ P(B) = 6 P(A) = 156 


No | دم‎ 


Р, =0.05 ‹ P, =0.1 ۰ P, =0.4 + P, =0.2 استنتاج‎ P 1ے‎ (157. 
P(F)=0.6 ۰ P(E) =0.55 ‹ Р(Р)=0.1‹ P(C)=0.25 ‹ Р(В)=0.45 < P(A) =0.4 2 
X (О) = {40,—10,—100} .3 


Х 40 | -10 | -0 
P(X=x) 04 | 0.4 | 2 


60 . ‹ А(х)=-8 (с 
7 1 


5 1 
P(D)=— ‹ P(C = ۵ P(A) =— 
е a تر وت‎ тт 
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